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Résumé

Le parallélisme consiste a faire usage de plusieurs ressources simultanément, afin de diminuer le
temps d’exécution d’un calcul, ou de résoudre des problemes de plus grande taille. Mais le temps
de communication entre les processeurs ainsi que le déséquilibre de charge, rendent complexe la
parallélisation d’un code. Ainsi, afin de réduire la latence et d’augmenter la localité, on va chercher
a regrouper certains calculs, c’est a dire a augmenter la granularité. C’est le principe du pavage,
technique d’optimisation que nous abordons dans la premiere partie de cette theése, dans différents
contextes : soit le nid de boucles ne contient que des dépendances internes, et nous cherchons la
taille et la forme de tuiles optimales minimisant le chemin critique du graphe des taches; soit le
nid de boucles ne contient que des dépendances externes, et nous cherchons la forme de tuiles qui
optimise la réutilisation des données rapatriées; nous abordons aussi le probleme de pavage pour
des tuiles non atomiques dans lesquelles les taches sont reordonnancées afin de minimiser la latence
d’exécution.

Les problemes liés a la parallélisation se posent de maniere encore plus complexe lorsque
les ressources sont hétérogenes. Nous abordons ainsi dans une seconde partie le probleme sous
une approche plus algorithmique, visant la constitution de librairies de calculs linéaires sur res-
sources hétérogenes. Cela pose un certain nombre de probléemes d’optimisation géométrique, sou-
vent montrés comme étant NP-complets, et pour lesquels nous proposons un certain nombre de
solutions heuristiques avec garanties.

Mots clés

parallélisation automatique, pavage, ressources hétérogenes, algorithmique, NP-complet, problemes
d’optimisation, graphe des taches, chemin critique, tuiles, bande passante, mémoire cache, pavage
hiérarchique, circuit VLSI, ordonnancement, calcul redondant, chalne d’oscillateurs, relaxation,
modele de communication, décomposition LU, décomposition QR, produit de matrices, algebre
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Abstract

The goal of parallelization is to use several resources simultaneously, so as either to execute a
given program faster, or to solve a larger problem. But communication overhead and load imba-
lance render the problem complicated. In order to increase both the locality of data references
and the granularity of the computation, we aggregate neighboring tasks together inside tiles. This
optimization technique is called loop tiling, and is dealt with in the first part of this thesis in three
different contexts : (i) when the nested loop contains only internal dependences, we look for optimal
tile size and shape that minimize the critical path length of the iteration space task graph; (ii)
when the nested loop contains only external dependences, we look for a tile shape that optimizes
the reuse of loaded data; (iii) we consider also tiling when removing the constraint of atomicity,
and we look for a reordering of the execution of tasks within a tile, on which the latency is critically
dependent.

The difficulties of parallelization become even tougher when targeting heterogeneous computing
platforms. The second part of this thesis is devoted to providing the required framework to build
an extension of the ScaLAPACK library (linear algebra kernels), capable of running on top of
heterogeneous networks of workstations or non-dedicated parallel machines. We investigate several
algorithmic issues, we state several NP-complete results (related to some geometrical optimization
problems), and we propose some guaranteed heuristics.

Keywords

automatic parallelization, tiling, loop blocking, heterogeneous computing platforms, algorithmic,
NP-complete, optimization problems, tasks graph, tiles, bandwidth, cache memory, hierarchical
tiling, VLSI chip, scheduling, redundant tasks, dynamical systems, solitary waves, relaxation, com-
munication models, LU decomposition, QR decomposition, Matrix multiplication, linear algebra,
partitioning.
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Chapitre 1

Introduction

Le parallélisme consiste a faire usage de plusieurs ressources simultanément afin de diminuer
le temps d’exécution d’un calcul, ou de résoudre des problémes de plus grande taille [94]. Pour
certains codes, la parallélisation peut étre triviale. Par exemple, il n’est pas rare qu’un utilisateur
veuille exécuter plusieurs fois un méme programme (notons le f), en faisant simplement varier les
parametres d’entrée (notons les ¢). Dans ce cas, il lui suffirait de lancer indépendamment son pro-
gramme sur les différentes machines puis de rapatrier les résultats a la fin de chacune des exécutions.
Si le temps d’exécution du programme f sur chaque processeur est suffisamment important, on dira
que le calcul est & gros grain, et on aura globalement le schéma de la Figure [Tl Notons que dans

N
& Calcul de f(8,0) |——————®>|
— £ Calcul de f(7,a) E] -

E ‘

5 g — &
== 3 E Calcul de f(6,a) = =
[ = < é) =
Sl—g¢g Calcul de f(5,2) [—————— § ———® _
5 g = =] =
2 : o [0}
A S
§—= & Calcul de f(4,2) g 8
gl T3 g 2
£ E 2 3 =

— 52 Calcul de f(3,a) |——— %

2 ~

e -

— &z Calcul de £(2,) >
Calcul de f(1,a) >
—

Fi1a. 1.1: Exécution paralléle de f(1..8,a) sur 8 processeurs.

ce schéma, I'exécution du programme ne débute pas au méme moment sur chaque processeur. Cela
est di au fait que chaque processeur P; doit attendre les données utiles (i et a) au calcul de f(i,a)
provenant du processeur parent. Or la communication de ces données n’est ni immédiate, ni simul-
tanée. Ainsi, si la granularité du calcul est trop petite (temps de communication comparable ou
supérieur au temps d’exécution de f), cette exécution paralléle ne sera pas rentable, car le proces-
seur “parent” va passer plus de temps a communiquer des données qu’il ne lui en aurait fallu pour
qu’il exécute lui méme ’ensemble des calculs.

Cet exemple, a priori trivial, met en valeur I'un des plus importants obstacles a la parallélisation,
le temps de communication entre les processeurs (le déséquilibre de charge en est un autre). Ainsi,
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afin de réduire la latence et d’augmenter la localité, on va chercher a regrouper certains calculs, c’est
a dire a augmenter la granularité de calcul. Dans notre exemple, les données, représentées par a,
nécessaires a l’exécution de f sont communes aux différentes instances d’exécution, et I’adéquation
entre 'utilisation des ressources de calcul et la diminution de 'impact des communications est
simple : il suffit de minimiser la fonction objective

Temps de calcul def

+ Temps de communication x Nombre de processeurs
Nombre de processeurs

Lorsque les différentes instances ne sont pas indépendantes, c’est a dire qu’il y a nécessité du
résultat d’un calcul pour débuter un autre calcul et que les données nécessaires a chaque instance
ne sont pas identiques, le regroupement n’est pas aussi trivial. Il faut chercher & maximiser le
réutilisation des données communes, sans pour autant supprimer le parallélisme. Les dépendances
entre taches induisent une véritable notion de localité. Un des principes fondamentaux de la tech-
nique de pavage est de chercher & favoriser le plus possible cette localité. L’étude de cette technique
d’optimisation de compilation fait 'objet d’une part importante de ce mémoire de these. Le pavage
s’applique, comme toute technique de parallélisation automatique, aux nids de boucles constitués
de plusieurs boucles “do” imbriquées les unes dans les autres. Elle s’applique en particulier aux
nids de boucles dits parfaits et aux dépendances uniformes [[I1]. Considérons l’exempleﬂ suivant :

Algorithme 1. FEzemple de nid de boucles parfait contenant des dépendances internes et
externes. | > 0

dot=1W
doalli =1, H )
Spi - Afillt] = S(Afi — ][t — 1] + A[i][t — 1] + Ali + 1]t — 1]) + A[i][t — ] x Zl

Dans ce code, les références Afi — 1][t — 1], A[i][t — 1] et A[i + 1][t — 1] mettent en jeu des
dépendances internes, c’est a dire que le résultat de taches internes au nid de boucles est utile
au calcul d’autres taches elles-mémes internes au nid de boucle. Ces dépendances ont un impact
important sur le déroulement de I'exécution, son ordonnancement et sa latence. Le Chapitre
est consacré a la recherche d’un pavage minimisant la longueur du chemin critique du graphe des
taches.

La référence BIJt,i| induit une dépendance externe, et les données correspondantes peuvent
étre rapatriées avant le début de I'exécution du nid de boucles. Le Chapitre Bl est consacré au
pavage de nids de boucles ne présentant que ce type de dépendances. En d’autres termes, tous les
calculs sont indépendants, mais nécessitent le rapatriement d’un certain nombre de données. Nous
cherchons alors & paver cet espace afin d’optimiser le recouvrement des données rapatriées, c’est
a dire minimiser la bande passante minimum nécessaire a ’exécution distribuée d’un tel nid de
boucles.

Finalement, la référence A[i][t — [] induit une dépendance variable, c’est a dire inconnue au
moment de ’allocation des données. Dans ce cas partitulier, le pavage initial associé a de telles
dépendances pouvant supprimer le parallélisme, il faut soit redistribuer les données, soit réordonnancer
les taches a l'intérieur de chaque groupement (tuile). La recherche d’un tel ordonnancement fait

'Dans cette these, doall représente une boucle ne contenant aucune dépendance interne, c’est & dire dont Iordre
d’exécution est quelconque. dovect représente une boucle parallele contenant des dépendances, c’est a dire une boucle
dont ’exécution séquentielle nécessite 'utilisation de variables temporaires. Par exemple, la transposition d’une
matrice dovect i,j {Ali,j]=A[j.i]}.
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lobjet du Chapitre Bl Le but est d’exprimer le parallélisme interne aux tuiles. Cela implique de
relacher la contrainte classique d’atomicité des tuiles, c’est a dire dans notre cas, d’effectuer des
communications durant '’exécution d’une tuile. Les communications doivent donc étre suffisamment
rapides, ou les tuiles suffisamment grosses, afin de pouvoir assurer une granularité de calcul suffi-
sante. Cela est possible en particulier sur des systéemes de type VLSI, ainsi que sur des machines
distribuées dotées d’une mémoire cache importante.

Classiquement, lorsque les dépendances de données sont connues, les techniques de pavage
cherchent & partitionner I'espace d’itérations en tuiles tordues afin de mettre en valeur le pa-
rallélisme, et de minimiser la longueur du chemin critique. Le Chapitre B propose une approche
différente mettant en jeu des calculs redondants : nous appliquons cette technique a un code réel
modélisant la chalne d’oscillateurs du modele Fermi-Pasta-Ulam. Ayant besoin de trés bonnes per-
formances d’exécution de ce code (voué a tourner plusieurs mois sur un systéme de plus de 20
processeurs), nous avons cherché les meilleurs parametres et fourni un certain nombre de mesures
de performances. Cela fut l'occasion d’illustrer, sur un exemple concret, la technique de pavage
ainsi que les modeles classiquement utilisés.

En général, paralléliser un nid de boucle est un probleme difficile pour lequel on utilise des
modeles de machine simplifiés. Les approches utilisées sont heuristiques et choisissent un schéma
d’investigation par étapes. Ces différentes étapes sont I'analyse de dépendances (mise en évidence
des parties indépendantes, et d'un ordre de précédence obligatoire), 'ordonnancement et I’allocation
des taches ainsi que le partitionnement (regroupement des taches), etc. Chacune de ces étapes met-
tant en jeux un probleme généralement NP-complet (soluble en un temps pouvant étre exponentiel
en la taille du probleme), des approches heuristiques sont proposées, et la classe de problemes résolus
est réduite. Une fois I’espace d’itération pavé, la régularité des codes traités dans les quatre premiers
chapitres de cette these rend 'allocation et I'ordonnancement de tuiles relativement simple. Cette
régularité est brisée lorsque 'on souhaite exécuter un tel programme sur un ensemble hétérogene
de processeurs. Dans un premier temps (Chapitre [), afin d’illustrer les problématiques liées a
I’équilibrage de charge, nous abordons le cas simple d’allocation unidimensionnelle des données :
nous traitons le cas d’équilibrage de charges indépendantes, que nous appliquons a ’algorithme de
multiplication de matrices. Puis, au travers de 'algorithme de décomposition LU ainsi que de I’al-
gorithme de relaxation traité dans le Chapitre Bl nous montrons les problémes liés & la présence de
dépendances de données. Nous proposons a cet effet, deux stratégies différentes adaptées a chacun
des algorithmes.

L’approche pragmatique du parallélisme est la constitution de librairies de noyaux de calculs
distribués : le Chapitre [ est consacré a I’extension de la librairie d’algebre linéaire ScaLAPACK [[15]
sur ressources hétérogenes. Pour étre efficace une allocation des données se doit d’étre bidimension-
nelle, et le probleme d’optimisation associé est NP-complet. Nous nous restreignons dans ce chapitre
a une allocation en grille parfaite, et proposons une solution heuristique.

Finalement, nous abordons, dans le Chapitre B, le cas d’une allocation libre des données.
L’équilibrage pouvant alors étre parfaitement effectué, nous nous proposons de minimiser le cott des
communications engendrées par une telle allocation. En fonction des contraintes imposées, liées au
modele de ressources utilisé, cela pose un certain nombre de probléemes d’optimisation géométrique.
Ce dernier chapitre est consacré aux preuves de NP-Complétude de ces problemes, ainsi qu’au
développement de solutions heuristiques.






Chapitre 2

Pavage de nids de boucles avec
dépendances internes

Ce chapitre est consacré a la recherche de formes optimales de tuiles dans le cadre de nids
de boucles avec dépendances internes. Ce travail est motivé par un article de Hogsted, Carter et
Ferrante [55] dont le but est de formuler analytiquement le temps total d’inactivité des processeurs
pour un pavage donné. Nous proposons dans ce chapitre une approche du probleme fondée sur
I’évaluation de la longueur du chemin critique du graphe des taches, qui nous permet de fournir
une solution plus précise et plus exhaustive au probleme soulevé par Hogsted et al.. Ce chapitre est
aussi voué a introduire la notion de pavage ainsi que quelques problématiques liées a cette technique.
C’est ce qui constitue les paragraphes 2211, et Ensuite, nous présentons le probleme traité par
Hogsted et al., dans le paragraphe Les paragraphes suivants sont consacrés a la présentation
de nos résultats, a leurs preuves ainsi qu’a la conclusion de ce chapitre.

2.1 La technique de pavage

2.1.1 Définition et exemple

Le pavageg est une technique de compilation largement répandue pour augmenter la granularité
des calculs et la localité des références. Cette technique a été initialement limitée aux nids de boucles
parfaits avec des dépendances uniformes (comme défini par Banerjee [[I1]), mais fut étendue par
la suite aux boucles totalement permutables [07, B0, [T, O2]. L’idée fondamentale du pavage est de
regrouper les points élémentaires de calcul en tuiles considérées alors comme nouvelles unités de
calcul. Plus les tuiles sont larges, plus I'exécution des taches peut étre optimisée, en tenant compte
des spécificités de chaque processeur, telles que les unités de calculs pipelinées ou la hiérarchie de
la mémoire (cela peut étre illustré par I'utilisation des BLAS 3 dans les librairies d’algebre linéaire
pour systemes distribués [27), 42]).

Un autre avantage du pavage est la diminution du temps de communication, qui est proportion-
nel a la surface de la tuile, relativement au temps de calcul, qui est proportionnel au volume de la
tuildl. Le prix & payer peut étre un temps de latence accru (s'il y a des dépendances de données,
par exemple, nous devons attendre que le premier processeur ait terminé ’exécution entiere de la
premiere tuile avant qu’un autre processeur puisse commencer ’exécution de la seconde, et ainsi

Ytiling en anglais
2Lorsque l'espace d’itération est de dimension 2, le vocabulaire est différent : on parle de surface pour le calcul,
et de périmetre pour les communications.
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de suite), aussi bien que quelques problemes d’équilibrage de charge (plus les tuiles sont grandes,
plus il est difficile de distribuer les calculs équitablement parmi les processeurs).
Afin de fixer les idées, considérons ’exemple suivant :

Programme 1.

dot=1W
dot=1,H
A[i][t] = f(A[e — 1][e], A[e][t — 1])

Il s’agit d’'un nid de boucles fréquent. Il est utilisé, par exemple, dans la méthode de relaxa-
tion pour la résolution d’équations aux dérivées partielles ou dans des schémas explicites pour la
résolution d’équations différentielles(cf [48]). La version pavée de ce code, a l'aide de rectangles de
taille w x h, est la suivante :

Programme 2.

doT=1W: :w
dol=1,H:h
dot=T,min(W, T +w—1)
doi=1Imin(H,I+h—1)
Ori - Alillt] = f(Al = 1][t], A[][t - 1])

Une tuile correspond alors au calcul des deux boucles internes (¢,7). Notons que dans la
littérature, un pavage vérifie classiquement les contraintes suivantes :

les tuiles sont bornées. Pour des raisons de scalabilité, on souhaite que le nombre de points
internes & une tuile soit borné par une constante indépendante de la taille du domaine.

les tuiles sont identiques par translation. Deux tuiles qui n’intersectent pas la bordure
doivent étre identiques a une translation pres. Cette contrainte est imposée pour la génération
de code.

les tuiles sont atomiques. Une tuile est vue comme une unité de calcul. Chaque point de
synchronisation est situé au début ou a la fin d’une tuile. L’ordonnancement a l'intérieur d’'une
tuile, et 'ordonnancement des tuiles, doivent correspondre globalement a un ordonnancement
valide de I’espace d’itérations.

2.1.2 Intéréts du pavage

Le pavage est une technique de compilation largement répandue pour augmenter la localité des
références et la granularité des calculs. C’est ce que nous expliquons dans ce paragraphe.

2.1.2.1 Localité des données

La structure de la mémoire d’une machine monoprocesseur est hiérarchique (se référer a 'article
de Carter et al. [20]) : registres, mémoire(s) cache (il peut y avoir un, deux ou trois niveaux de
cache), mémoire vive, disque dur... La transparence fonctionnelle au niveau utilisateur est assurée
a l'aide de techniques de pagination [88] dont il existe plusieurs stratégies, plus ou moins efficaces
selon les configurations. Dans tous les cas, le temps d’acces a une donnée, lié au niveau de mémoire
dans laquelle elle se trouve alors, est d’autant plus faible que la date de sa derniere utilisation est
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récente. Ainsi, dans la version pavée du Programme [I, la donnée A[i] [t] est utilisée par les taches
Oty Ory1,i et O i41. Sices 3 taches sont situées dans la méme tuile, le nombre d’itérations entre 2
acces a la donnée A[t][i], correspond au nombre d’itérations entre 0;; et 0;11;, c’est a dire h.
Le bon compromis est celui qui prend une hauteur de tuile (h) suffisamment grande pour assurer
le maximum d’acces locaux, mais pas trop pour ne pas briser la localité au sein méme de la tuile.
La Figure Bl issue d’expériences exposées dans le Chapitre [ illustre la nécessité de favoriser la
localité des acces aux données. Dans cette figuret], le nid de boucle étudié, est assez similaire a celui
du Programme [ : il contient deux boucles, une en temps (¢) et une en espace (z). On fait varier la
taille de la boucle interne en espace (H) et on compare les performances entre une version pavée
(h x w =100 x 100) et une version non pavée du code. L’expérience effectuée sur un Pentium-Pro,
met en évidence deux niveaux de cache, correspondant aux deux paliers de la courbe du programme
non pavé.

x10°

>=§<>5<X>< 0RO MK XK K SBBOREK SBROX X HOK HROOBEOOK
><>O<>z< OO JOCKOK X K XOSOBOOK XX XX
X

251 Xx )

X
% programme non pavé

x
<

Temps moyen d’ exécution d’ une tache

programme pavé

0.5 1 L L
10 10 10* 10
Taille du domaine d'itération (H)

Fi1a. 2.1: Courbes extraites de mesures de performance présentées au Chapitre [A. Mise en évidence
de deux niveaux de cache, et illustration de la nécessité du pavage.

Dans le cas ou le nid de boucles est distribué (exécution en parallele), le pavage consiste a
regrouper des taches voisines sur un méme processeur. Le terme localité prend alors tout son sens :
les données accédées par un processeur pour le calcul de sa tuile sont majoritairement situées sur
ce processeur, les autres étant situées sur des processeurs voisins.

2.1.2.2 Granularité du calcul

Un autre aspect intéressant du pavage est 'augmentation de la granularité du calcul : il est
généralement plus cotteux de faire n communications de taille I qu'une seule communication de
taille nl. Ainsi, on a intérét, dans une certaine mesure, a regrouper les communications. Bien str,
une taille de tuile trop importante séquentialise le code (latence trop importante), alors qu’une trop
petite taille de tuile étouffe le parallélisme par la présence des trop nombreuses communications.

30n appelle temps d’exécution moyen d’un calcul élémentaire le temps total d’exécution normalisé par le nombre
+é 3 N . T
d’itérations, c’est a dire Teale = 355



16 CHAPITRE 2. PAVAGE ET DEPENDANCES INTERNES

Considérons I'exemple précédant pour illustrer le compromis; une parallélisation possible de
cette boucle est d’utiliser la méthode du “front” : toutes les tuiles d’'une méme colonne sont affectées
a un méme processeur ; les colonnes sont projetées de maniere cyclique sur la ligne de processeurs;
chaque colonne est exécutée du bas vers le haut. Cette méthode est illustrée par la Figure

0 1 2113|1415 ||6

P P P P3 P P F

F1G. 2.2: La méthode du front : une méthode possible pour ordonner 'exécution des tuiles. L’ordre
d’exécution est ainsi du bas a gauche vers le haut a droite. Les tuiles situées sur la méme diagonale
sont exécutées en paralléle.

On utilise classiquement comme modeéle de communications la formule 7Tepmm = 0 + 7 : le
temps d’une communication de longueur I, correspond au temps d’initialisation du processus de
communication (), suivi du temps de transit des données (I7). 3 est souvent beaucoup plus grand
que 7. Prenons par exemple 7 = 1, § = 100 et 7.4 = 1 (temps de calcul élémentaire). Faisons
abstraction de I'impact de la hiérarchie de la mémoire sur 7.4 et calculons le temps total d’exécution
en fonction de h et de w (on suppose le nombre de processeurs infini) : on obtient Teye ~ (100+h7 +
hw) x (% + %) Cela correspond au chemin critique (cf Paragraphe X5l pour une définition du
chemin critique) longeant les 2 bords de 'espace d’itérations. Augmenter h ou w diminue localement
I'impact des communications. En contrepartie, ’augmentation de w (respectivement h) rajoute une
latence au chemin vertical (respectivement horizontal).

En résumé, le pavage permet de réduire le sur-colit de communication, en diminuant le ratio
temps de communications (approximativement proportionnel au périmetre de la tuileﬁ) sur temps
de calculs (approximativement proportionnel a la surface de la tuileﬁ). D’un autre point de vue, le
pavage correspond & une augmentation de la granularité, & un moyen d’augmenter la localité des
références.

Il faut bien sur voir que d’une part cette méthode est réduite aux boucles totalement permutables,
et que d’autres parts, 'augmentation de granularité implique une latence plus importante (c’est a
dire qu'il est plus long d’atteindre I’état de parallélisme total ou tous les processeurs travaillent).

4nommé surface en dimension supérieure & deux.
Snommé volume en dimension supérieure & deux.
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2.2 Principales questions en matiere de pavage

La technique de pavage a été étudiée par différents chercheurs dans plusieurs contextes [ [,
19, 241, 231, 26), B, b7, [75) [78, 82, 85, 87, O1JH. La majeure partie des travaux s’attache a partitionner
I’espace d’itérations d’un nid de boucles uniforme en tuiles dont la forme et la taille sont optimisées
selon certains criteres (tel que le rapport temps de calcul/temps de communication). Une fois que
la forme et la taille des tuiles sont définies, il reste a distribuer les tuiles aux processeurs physiques
et a trouver 'ordonnancement des tuiles. Plus précisément :

— Boulet et al. [T9] et Calland et al. [24] cherchent la forme de tuile qui minimise le volume de

communication par tuile.

— Un probléme assez similaire consiste a chercher a minimiser la quantité de données utilisées
par le calcul d’une tuile. En effet, on peut vouloir, par exemple, que toutes les données tiennent
dans la mémoire locale ou dans le cache. Ce probleme introduit par Agarwal et al. [I] fait
I’objet du Chapitre B de cette these.

— De maniére plus globale, de nombreux travaux [6l, 23, B4}, [78] cherchent & optimiser la taille
et/ou le placement des tuiles pour un nombre de ressources fini. Ces travaux sont restreints
a I’étude d’espaces d’itérations et de tuiles rectangulaires.

— Dans cette partie, nous nous appuyons sur les travaux de Hogsted, Carter et Ferrante [b].

Pour un domaine d’itérations déja pavé, ils cherchent a déterminer la somme des temps d’in-
activité de tous les processeurs. Cette somme de temps d’inactivité dépend fortement des
formes respectives du domaine et des tuiles.
Hogsted, Carter, et Ferrante introduisent un nouveau parametre, nommé penteﬁ, qui ca-
ractérise le rapport entre la forme des tuiles et la forme du domaine d’itérations. Ce parameétre
a un impact significatif sur le temps d’inactivité des processeurs. Des domaines d’itérations
de forme parallélogramme mais aussi de forme trapézoidale sont considérés.

Ainsi, apreés avoir présenté dans le Paragraphe un exemple motivant I’étude d’espaces
d’itérations non nécessairement rectangulaires, nous résumons dans le Paragraphe B4 les résultats
de Hogsted et al.. Ensuite, nous présentons un modele légerement différent, qui nous permet de
proposer de nouvelles et beaucoup plus courtes, preuves de ces résultats, et nous les étendons dans
plusieurs directions importantes. Plus précisément, nous fournissons une solution précise pour toutes
les valeurs de pente et pour toutes les distributions possibles de tuiles aux processeurs, alors que
Hogsted et al. traitent seulement un nombre limité de cas et fournissent les limites supérieures plutot
que les formules exactes. Ces résultats sont présentés dans le Paragraphe Le Paragraphe est
consacré a l'utilisation de ces résultats. En particulier, nous les appliquons au probléme de pavage
hiérarchique [25], [77].

2.3 Présentation du probléme de Fermi-Pasta et Ulam (FPU)

Dans ce paragraphe, nous traitons un exemple de maniére informelle, du nid de boucles initial
jusqu’a 'espace d’itérations pavé. Nous ne fournissons aucune justification théorique pour les trans-
formations successives du code (se référer a [24], 23, 57, 82, 85]). Nous expliquons plutét chacune
d’elles avec des arguments intuitifs.

La Figure illustre le modele de Fermi, Pasta et Ulam pour un cristal unidimensionnel [84].
Notons par z;(t) la position de la molécule ¢ au temps ¢. Ce systéme dynamique est discret en

SCette courte liste est loin d’étre exhaustive.
"rise dans le texte en anglais.
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Tr1 T2 TH
.A\A:oMA.AM‘AMA.AM‘AMAMAQMAQMMA
K ressort

molécule

F1a. 2.3: Chaine d’oscillateurs de longueur H. Dans le modeéle de Fermi, Pasta et Ulam (FPU),
le ressort est considéré comme non parfait, et on rajoute un terme perturbatif dans l’expression
de la force de rappel. Par conséquent, le principe fondamental de la dynamique s’exprime mi; =
k(ziv1 — 22 +2io1) + K((w401 — 23)% + (vi-1 — 2;)3) ou K est petit devant k.

espace mais continu en temps. Un schémall en temps explicite possible s’exprimerait comme suit :

xz(t) = 21?i(7f — 1) + 331'(75 — 2) + (?2f(l‘i1(t — 1),l‘i(7f - 1)733i+1(t — 1))

= g(aci_l(t — 1),xi(t — 1),.7}1‘4_1(75 — 1),xi(t — 2))

Le noyau principal d'un programme correspondant a ce schéma est donc le suivant :

Programme 3. FEwvolution d’'un systéme dynamique unidimensionnel

dot=1,W
doi=1H
X[i][t] = g(X[i — 1][t — 1], X[][t — 1], X[i + 1][¢ — 1], X[a][t — 2])

Dans ce noyau,
— XTi][t] correspond a l'orbite de la molécule i au temps ¢.
— Un traitement particulier effectué sur les bornes, n’est pas représenté dans ce code.
— Normalement le tableau X est unidimensionnel, et la variable ¢ est masquée. Pour plus de
clarté, nous I'avons laissé apparente ici.
Les vecteurs de dépendance de cette boucle peuvent étre résumés par I’ensemble

)G

La Figure Z4] donne une représentation schématique du domaine (ou espace) d’itérations
T={(t,i)eN 1 <t<W,1<i<H},

avec les vecteurs de dépendance.

Du fait des vecteurs de dépendance (1,1)! et (1, —1), un pavage rectangulaire introduirait des
dépendances cycliques entre les tuiles. Ainsi, I’espace d’itérations doit-t-il étre torduE avant d’étre
pavé rectangulairement. La Figure représente ’espace d’itérations apres torsion. Le nouveau
nid de boucles s’écrit (on pose i’ =i +1) :

Programme 4. Programme [3 une fois tordu

dot=1,W
dod =1+t H+t
X" =1[t] = g(X[¢" = (¢ = 1) =2t = 1], X[i' = (¢ = 1) = 1][t — 1],
X[i'—(@—-D)t—1], X[ —(t—2)—2]t—2])

8Ce schéma en temps, trés instable numériquement, n’est pas celui décrit dans le Chapitre
9skewed en anglais
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F1a. 2.4: Espace d’itérations du code FPU et vecteurs de dépendance associés.

Les vecteurs de dépendance deviennent

e ) ()G G

Maintenant, toutes les composantes des vecteurs de dépendance étant positives, les deux boucles
deviennent permutables, et ’espace d’itérations peut étre pavé, comme schématisé dans la Fi-
gure

)

1

,,,,,,,,,,,,,, A
® ®
@
Lol ® ° °
Tuile pleine
....... .. @ [ J @
N 0\
Tuile partielle
.......... /ﬂ.
N ®
...... L————— T

Fic. 2.6: L’espace d’itérations
PAVE.

t

Fi1G. 2.5: Le domaine d’itérations tordu.

En changeant ensuite de granularité, on introduit un nouvel espace d’itérations représenté Fi-
gure Dans cette figure, chaque cercle représente une tuile au lieu d’un neeud élémentaire de
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calcul. Supposons que les tuiles sont de taille w x h, alors la version pavée du nid de boucles s’écrit :

Programme 5. Programme [J] une fois pavé

doT=1W: :w
doI=T,T+H—1:h
dot=T,min(T+w—-1,W)
doi=max(l —¢,1),min(l —t+h—1,H)
X[il[t] = g(XTi = 1[t = 1], X[a)t — 1], XT[i + 1][t — 1], X[4][t — 2])

Les vecteurs de dépendance entre les tuiles de taille w x h > 2 X 2 sont représentés dans la
Figure Ils correspondent & I'ensemble

) GGy

En d’autres termes, l'exécution d’une tuile ne peut pas débuter tant que la tuile de gauche et
la tuile du dessous n’ont pas été terminées : la dépendance diagonale est donc redondante. Du
reste, les communications selon cette direction peuvent étre routées@, soit horizontalement puis
verticalement, soit I'inverse. Elles peuvent étre combinées avec les autres communications (induites
par les vecteurs de dépendance (0,1) et (1,0)!).

Ainsi, on aboutit & un espace d’itérations pavé, de forme parallélogramme, et de vecteurs de
dépendance (0, 1) et (1,0)!. Cela s’avere étre un cas de configuration trés général, et motive ainsi
le travail de Hogsted, Carter, et Ferrante [B5] : étant donné un tel domaine d’itérations pavé,
comment allouer les tuiles aux processeurs, et ainsi calculer dans cette configuration le temps total
d’exécution ?

2.4 Présentation du probleme ; article de Hogsted et al.

Ce paragraphe est consacré a la présentation des résultats de Hogsted, Carter, et Ferrante [,

dont les hypotheses sont les suivantes :

(H1) On dispose de P processeurs connectés en anneau. Les processeurs sont numérotés de 0 a
(P—-1).

(H2) Les tuiles sont de forme parallélogramme avec les cotés gauche et droit verticaux. La forme
et la taille des tuiles sont des données du probleme (cf Figure E).

(H3) L’étude porte sur des nids de boucles bidimensionnels correspondant & un espace d’itération
de forme soit parallélogramme soit trapézoidale, dont les frontieres de gauche et de droite sont
verticales. M est le nombre de tuiles de la premiere colonne.

(H4) Les tuiles sont projetées sur l’espace des processeurs avec une distribution bloc ou bloc-
cyclique.

— Pour une distribution bloc-cyclique, on a bP colonnes de tuiles numérotées de 0 a (bP —
1). Toutes les tuiles de la colonne j, 0 < j < (bP — 1) sont projetées sur le processeur
jmodulo P.

— Une distribution bloc est un cas particulier de distribution bloc-cyclique dans lequel b = 1.

(H5) La pente (r) est un parametre qui reflete I’angle entre l'inclinaison de la frontiére horizon-
tale d’une tuile et la frontiere horizontale de I'espace d’itérations. Plus précisément on définit

1 .
Yrouted en anglais
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r comme étant la tangente de cet angle (cf Figure ).
Pour un espace d’itérations trapézoidal, on distingue la pente inférieure () correspondant
a l'angle fait avec la borne inférieure de l'espace d’itérations, et la pente supérieure (r;)
correspondant & I’angle fait avec la borne supérieure de I'espace d’itérations.

(H6) Chaque tuile dépend de deux tuiles voisines situées respectivement au dessous et a gauche.
Ainsi, les dépendances entre les tuiles peuvent étre résumées par la paire de vecteurs suivante :

o) ()

(H7) L’ordre d’exécution des tuiles s’effectue par colonne : chaque processeur positionné sur
une colonne exécute les tuiles de cette colonne, du bas vers le haut, et dés que possible, apres
avoir exécuté une colonne de tuiles, le processeur se déplace sur sa colonne suivante (col + P).
Le temps nécessaire a l'exécution d’une tuile pleine est T,.q.. Remarquons que la partie
non recouverte de la communication horizontale est incluse dans T.4.. Si 'on suppose les
communications totalement recouvertes par les calculs, avec les notations de Hogsted et al.,
Teale = hwTegie, ol h et w sont respectivement la hauteur et la largeur d’une tuile et 7.4
le temps de calcul d’une tache élémentaire. On définit le sur-cotit de communication c¢, tel
que la partie recouverte de la communication des données d’une tuile & sa voisine droite est
Teomm = c1eqre. Bien sur, c est positif, et le fait que cela corresponde & la partie recouverte
des communications, nécessairemen onac<l.

Remarque 1. Avec les notations introduites ci-dessus, un espace d’itérations de hauteur gauche
M, de largeur bP, de pente inférieure ry, de pente supérieure r; et de taille de tuile w x h correspond
au nid de boucles suivant :

dot=0bPw—1
doi=1+2Lryt, (M —"5) h 4 Lyt
01i

)

La derniére colonne contient donc M + (bP — 1)(ry — rp) tuiles.

Le probleme que se posent les auteurs de cet article, est de déterminer la somme des temps
d’inactivité de chacun des processeurs (Tsinactif). Un processeur pouvant étre inactif pour deux
raisons :

— La premiere est liée a la présence des contraintes de dépendance : un processeur peut avoir a

attendre des données provenant d’un processeur voisin.

— La seconde est liée a la répartition des taches sur les processeurs (équilibrage de charge) :
un processeur est considéré comme inactif s’il a fini sa charge de travail alors que d’autres
processeurs travaillent encore.

Hogsted et al. ont cherché a exprimer la somme des temps d’inactivité de tous les processeurs
en fonction des différents parametres exprimés ci-dessus, dans le but de montrer l'influence non
négligeable de la pente (r), sur lefficacité de l'exécution en parallele d’'un nid de boucles. En
fait, Hogsted et al. ne résolvent que partiellement le probleme tel qu’ils I'ont posé. Leurs résultats
sont rassemblés dans un tableau récapitulatif (Tableau ECTI). Dans ce tableau, Txinqgctif représente
la somme des temps d’inactivité des P processeurs. La condition (C) correspond & la condition
M > (1+c+r)P. Elle traduit le fait qu’aucun processeur ne doit attendre entre I’exécution de deux

"Une discussion sur ce sujet est fournie au Paragraphe 6.2 Page
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Fic. 2.7 Exemple d’espace d’itérations
trapézoidal avec des tuiles de forme pa-
rallélogramme. Les fléeches représentent les
dépendances entre les tuiles. Ici, v = —0.47,
rp=—3, M=10,P=5¢etb=2.

PAVAGE ET DEPENDANCES INTERNES

a)

—

—{

Tontiére supérieure
Iespace d’itération b)

b J:

1.5h

une tuile

frontiere Frontitre inféri
d'une tuile rontiere inférieure

de I’espace d’itération

Fic. 2.8: Forme de l’espace d’itérations. Des
tuiles rectangulaires, une pente positive (ry =

1.5) en (a) et négative (r, = —1) en (b).

colonnes consécutives. En d’autres termes, la hauteur d’une colonne est suffisamment importante
pour maintenir le processeur occupé pendant que l'information utile & I'exécution de la colonne

suivante traverse les autres processeurs.

2.5 Temps parallele, temps séquentiel et temps d’inactivité

Dans ce chapitre, nous développons, sans restreindre les hypotheses de Hogsted et al., une
méthode de raisonnement plus appropriée que la simple recherche de temps d’inactivité. En effet,
comme on peut le voir sur la Figure X9 le produit du temps paralléle (Teze_para) par le nombre
de processeurs (P) est égal a la somme des temps d’inactivité (T'sinactif) €t du temps séquentiel
(Teze_seq)- Tewe_seq €tant le temps nécessaire a un processeur pour exécuter l'ensemble du nid de

processeurs

P,

P

Py

51

5

- actif
|:| inactif

o

temps

F1G. 2.9: Actwité des processeurs illustrant la formule P X Tege para = Tsinactif + Tewe_seq-

boucles, c’est a dire le temps séquentiel d’exécution. Ainsi, le temps séquentiel est donné par laire
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‘ Forme parallélogramme e Distribution bloc ‘

r>—1 TEinactif = P(P - )( +r+ C)Tcalc
r< =2 TEinactif < max( 2r’ 2 )PTCQZC

‘ Forme parallélogramme e Distribution cyclique ‘
r > —1 et condition (C) Tsinactif = P(P — 1)(1 + 7+ ) Teale
r<-2 TEinactif < maX(C r’ 5 )bPTcalc

‘ Forme trapézoidale e Distribution bloc e r, < ry ‘

rp > —1 TEinactif = P(P - 1)(1 + ”errb + C)Tcalc
2
rp < —2<-1<r; Tyinactif < (max(c — 127’:2 ,0)+ (P — I)WFT”’)PTCMC
Ty <71 < =1, rp < =2 TEinactif < (maX(C - 1511: ,0) + (P - 1)”J2rrb - %)PTcalc

‘ Forme trapézoidale e Distribution bloc e r; < 7

—1<r<mn Tsinacti = P(P — 1)(1 + "5 + ¢)Toqc

—(I+c)<m<-1<m Tyinactiy < (P = D1+ "3 + ¢) = %) PTealc

re < —(14¢)<—-1<mn Tsinactif < (P — 1)”’2” — F)PTealc
5 0) —

T ( - 1)”;% - %)PTcalc

re<rp < =2, 1 < =2 TEinactif < (max(c

TAB. 2.1: Résumé des résultats d’Hogsted, Carter, et Ferrante : calcul du temps total d’inactivité
TEinactif-
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de l'espace d’itérations, il vaut : (bPM + %(n —7p)).

2.5.1 Graphe de dépendance. Recherche de chemin critique

La formalisation est simple : a chaque tuile est associé un sommet de poids T.4.. Chaque
contrainte de dépendance est caractérisée par une aréte entre deux sommets; une dépendance
verticale a un poids nul, et une dépendance horizontale a un poids valant ¢T,q.. Si b > 1, on
rajoute a ce graphe des arétes de disponibilité (il faut qu’un processeur soit libre pour pouvoir lui
assigner du travail) de poids nul entre la tache de fin d’une colonne de tuiles (i) et la tache de
début de la colonne de tuiles suivante (i + P). Le probleme consiste & trouver le chemin de poids
maximum de ce graphe. La Figure ELTT] représente tous les chemins critiques du probleme de la
Figure 271

Restrictions. La seule hypothese simplificatrice que 1’on fait ici est d’effectuer une approxima-
tion rationnelle dans la recherche de notre chemin critique. Cela consiste a supposer que si ’on prend
deux chemins de méme origine et de méme cible de type horizontal-vertical et vertical-horizontal
(Figure EZI0)), alors ils ont méme longueur. Comme nous pouvons le constater sur la Figure 210,
cette hypothese n’est pas vraie dans le cas général. En revanche, on pourrait aisément montrer que
I’erreur engendrée est négligeable, puisque majorée par |r—2t‘ dont la valeur est généralement pas tres
grande.

11TV
17

HDZ
/7’
]
\
|

Chemin (b)

Chemin (a)

A1 1]
AT

Fi1c. 2.10: Le chemin (a) a, dans cet ezemple,
une aire inférieure a laire du chemin (b).
On considére pourtant dans notre étude que
le chemin (a) est critique. L’erreur engendrée,
inférieure a la différence d’aire c’est a dire a
L), est un effet de bords, lié a la présence de
tuiles incomplétes.

2

Fia. 2.11: Chemins critiques du probléme M =
10, P=5,b=2, r, = —0.625, r; = —0.47, ¢ =
0.5, h = 1.5 et w = 2. Les contraintes qui font
partie d’un chemin critique sont représentées
en plus foncé. Un trait vertical représente une
contrainte de disponibilité, et un trait horizontal
une contrainte de dépendance. Il faut aussi noter
la contrainte de disponibilité entre la derniére
tuile de la quatrieme colonne et la premiére tuile
de l'avant-derniére colonne.

Comme explicité dans les hypotheses, le nombre de colonnes de I'espace d’itérations est un
multiple de P, mais les formules présentées ci-dessous peuvent étre généralisées sans difficulté.
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Pour finir, on peut remarquer que si, dans le cas ou 7, = r; = 0, 'allocation des processeurs
par colonne est optimale [23], il n’en est rien dans le cas général. Par contre, comme démontré
par Boulet et al. [20)], elle est clairement optimale de maniére asymptotique lorsque le nombre de
colonnes bP tend vers l'infini.

Les résultats. Nos formules sont résumées dans le Tableau Elles sont présentées comme
pour les résultats de Hogsted et al.. En contre-partie nous ne fournissons dans ce tableau que le
temps total d’exécution Teye para, le temps total d’inactivité T,qcif pouvant étre obtenu grace a
la formule : Txinactif = Plezepara — (0PM + %(rt —1p))Teqie- Par ailleurs, nous utiliserons
par la suite la notation a* pour représenter la partie positive d’un nombre réel a :

ot = asia>0
T 1 0sia<0

Forme parallélogramme e Distribution bloc e Teye seq = PMT, 4
M+ P-1)r>0 Tewepara = M + (P —1)(1 47+ ¢) " Teac
M + (P - 1)7’ <0 Tea:e_para =M|1 + M Tcalc

7|

Forme parallélogramme e Distribution cyclique ® Type seq = OPMT,

1+r+c < 0 Texe_para = bMTcalc

I+r4+c¢>0, M > (14+r+c)P, | Tegepara = [0M + (1 + 1+ c)(P — 1)]|T¢aic
M+ (P-1)r=>0
I+r+e¢>0,M > (1+T+C)P Tea:e_para =M \‘b + 1++:_CJ Teale
et M+ (P—-1)r<o0
1+r4+¢c¢>0, M < (14+7r4+¢)P | Tegepara =M + (1474 ¢)(bP — 1)]|Teaic
et M+ (bP—1)r >0

Forme trapézoidale e Distribution bloc  Tepe seq = (PM + @(7} — 1)) T eale
M + (P — 1)7'1? >0 Texe_para = [M + (P - 1)((1 +ry+ C)+ +7re— Tb)+]Tcalc
1+7r,4+¢<0
+
M + (P - l)rt < 07 Tea:e_para = (M + (P - 1)(Tt - Tb)Jr) 1 + % Tcalc
et 1+r,+c>0 ol 7y, = min(ry, 1)

Forme trapézoidale e Distribution cyclique ® Teze seq = (bPM + wp(rt — 1)) Teale

I+7r,+¢<0 Te:ve_para = [bM + b(b—Q_l)P(rt - rb) + (bP - 1)(” - Tb)+]Tcalc
1+r,+¢>0 Voir théoreme Bl Page

et M+ (bP —1)ry >0

TAB. 2.2: Résumé de nos résultats.
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2.5.2 Le cas distribution en bloc, forme parallélogramme
C’est le cas le plus simple, et nous allons I'expliquer en détail.

Théoréme 1 Soit un espace d’itérations de forme parallélogramme formé de P colonnes de de M
tuiles chacune (distribution bloc), et de pente r.
- SiM+(P—-1)r >0, alors Tege para = [M + (P —1)(1+7+¢)"|Teqic. De maniére équivalente,
Tsinactif = P(P = 1)(1 + 7+ ¢) " Toqc
Texe_para =M1+ M Tcalc

||

TEinact'if = P—(l +7r+ C)JrTcalc

- Si M+ (P—1)r <0, alors {
|

Preuve. Tous les processeurs ont la méme quantité de travail a effectuer, MT... A cause des

dépendances, le processeur (P — 1) est toujours le dernier & terminer son exécution. Séparons pour

la. discussion les deux cas r < 0 et » > 0.

— Cas r <0, M > (P —1)|r|. La tuile d’ordonnée 0 du processeur ¢ = (P — 1) (méme hauteur

que la tuile du coin bas-gauche de l'espace d’itérations) doit attendre

— d’une part, que toutes les tuiles situées sur sa gauche sur I’axe horizontal soient exécutées.
Cela prend un temps (P — 1)(1 + ¢)T¢alc-

— d’autre part, que toutes les tuiles situées au dessous sur ’axe vertical soient exécutées. Cela
prend un temps (P — 1)(—7)T¢qic-

Ensuite, il reste M + (P — 1)r tuiles & exécuter, ce qui prend (M + (P — 1)7)T¢q unités de

temps. Ainsi, le plus long chemin dans le graphe de dépendances a pour longueur

[(P - 1) maX(_T’ 1+ C) + (M + (P - 1)7’)] Teale-

La Figure représente un exemple de chemin critique dans cette configuration. L’existence
d’un chemin horizontal traversant tout ’espace d’itération est nécessaire a assurer la validité
de la preuve. En effet, si tel n’est pas le cas, il n’est alors pas possible de construire un chemin
critique allant du coin bas-gauche de I'espace d’itération a son coin haut-droit. Remarquons
que si un chemin critique ne peut suivre une diagonale descendante (il doit nécessairement
suivre les arétes de dépendances {(1,0)%,(0,1)"}), il peut par contre suivre une diagonale
montante, et la condition M > (P — 1)|r| n’est nécessaire que si r; < 0.

— Cas r < 0, M < (P —1)|r|. Un des chemins critiques va de la premiere tuile du premier
processeur & la derniére tuile du processeur ¢ = Q ou M = (Q —1)|r|; le temps parallele vaut
donc dans ce cas

Texe_para = [M + (Q - 1)(1 +7r+ C)+]Tcalc~

Notons qu’ici, @ doit étre plus petit que P. Le temps d’inactivité devient alors

PM
TZinactif = W(l +r+ C)+Tcalc

— Cas r > 0 Le processeur (¢ = (P — 1)) doit attendre (P — 1)7Tq unités de temps que le
processeur ¢ = 0 exécute ses (P —1)r premieres taches. Ensuite, le processeur ¢ = (P —1) doit
attendre encore (P — 1)(1 4 ¢)T¢eqc unités de temps correspondant a l’exécution des tuiles et
aux communications des données le long de I’axe horizontal qui passe par sa premiere tuile.
Alors seulement, il peut exécuter ses M taches, et ne plus étre retardé dans son exécution.
La longueur du chemin critique représenté sur la Figure ZI4] vaut donc, dans ce cas, (P —
DI +7+)Teqe + M.
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[ |
Processeur Q
Fia. 2.12: Chemin critique quand M + (P — 1)r < 0.
Fi1G. 2.13: Chemin critique quand r < 0 et M + Fic. 2.14: Chemin critique quand r > 0.

(P—1)r>0.

Remarque 2. On remarque que les résultats de Hogsted et al. reportés dans la Table BTl sont
imprécis : une faible pente (r) ne préserve pas nécessairement d’un temps d’inactivité quadratique;
la condition nécessaire précise est 1+ r + ¢ < 0. Résultat compréhensible, puisqu’il est normal que
le rapport ¢ du temps de communication/temps de calcul joue un role dans expression du temps
total d’exécution. En résumé, quand 1+ r+ ¢ est négatif (ce qui est toujours vérifié quand r < —2),
la pente est suffisamment faible pour que les processeurs puissent travailler indépendamment. D’un
autre coté, lorsque 1+ r + ¢ est positif (ce qui est d’ailleurs toujours vérifié quand r > —1) le temps
d’inactivité total croit de maniere quadratique avec le nombre de processeurs.
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2.5.3 Le cas distribution en bloc, domaine de forme trapézoidale

Théoréme 2 Considérons un espace d’itérations de forme trapézoidale de hauteur gauche M, de
largeur P (distribution bloc), de pente inférieure ry, et de pente supérieure ry.
- Si M+ (P—1)ry >0 oubienl+r,+c¢<0, alors Tege para = [M + (P = 1) (L +r,+ )t +
Ty — Tb)Jr]Tcalc-
~ Si M+(P-1)r; <0 et 14rp+c > 0, alors Tege_para = (M+(P—1)(ry—rp)*) |1+ (Atrmte)” Teale

—Tm

0l Ty, = min(rp, 7).

Preuve.
— Cas 1+7m,+c<0ou[M+(P—1)r; >0 ]. Sous I'une de ces conditions, on est pas confronté
au probléme de non existence d’un chemin descendant. Soit H(j) = M + j(ry — rp) pour

0 <j < P—1,la quantité de travail a effectuer par le processeur j, c’est a dire la hauteur de

la colonne j.

— Cas 141+ ¢ < 0. Toutes les colonnes peuvent étre exécutées indépendamment. Le temps
total est donc donné par le maximum des quantités de travail de tous les processeurs, soit
Teze_para = H(O)Tcalc = MTeqe sirTe < 1p et Tewe_pm‘a = H(P - 1>Tcalc = (M + (P - 1)(7“,5 -
7)) Teaic dans le cas contraire.

— Cas 1+1rp+c > 0. Tous les processeurs ont des temps d’inactivité liés aux communications
horizontales. Chaque processeur j (pour 0 < j < P — 1) termine I'exécution de sa colonne
alinstant Tj = [(1 + ¢+ 1p)j + M + j(re — 1) Teate-

En fonction du signe de (1 + ¢+ 1) + (ry — rp) = 1 + ¢ + 1y, cette quantité est maximum
soit pour j = 0 soit pour j = P — 1. On en déduit la formule présentée plus haut.
~Cas M+ (P—-1)r; <0 et 1+, +c > 0]. Remarquons tout d’abord que la condition

M + (P — 1)r; < 0 implique nécessairement que r; < 0 et r, < 0.

— Cas r; > rp. Comme 1+ 7y + ¢ > 0, le chemin critique est une droite horizontale partant
de la bordure inférieure et atteignant le sommet en haut a droite de ’espace d’itération, de
longueur Tege para = MHP:;MQ + ¢)Teqic- Rappelons que si l'on avait 1+ 7, + ¢ <0,
alors Tege para = (M + (P — 1)(ry — 75)) Teatc-

— Cas ry < rp. Le probleme peut étre résolu par symétrie, en intervertissant r, et r; et en
remplacant M par M + (P — 1)(r; — rp). Ainsi,

—sil+r+¢<0, Teze_para = %(1 + C)Tcal07
— sinon, Te:ve_para = MTeqe-
|

Une fois de plus, on remarque que la condition 1 4+ 7, + ¢ < 0 est celle qui permet de minimi-
ser le temps total d’inactivité : si cette condition est vérifiée, les temps d’inactivité sont dus a la
répartition inégale de la quantité de travail sur les processeurs et non a 'attente de données due
aux contraintes de dépendance.

2.5.4 Le cas distribution cyclique, forme parallélogramme

Théoréme 3 Considérons un espace d’itérations de forme parallélogramme, formé de bP colonnes
de M tuiles chacune (distribution cyclique) et de pente r, alors
-stl+r+c<0, Texe_para =bMT,qc

— sinon, si M > (1+7r+¢)P, Tezepara = (bM +(1+r+ c)min(M+:(P_1))> T.ales
— sinon, si M + (bP —1)r > 0, Tege para = (1 + 74 ¢)(bP — 1) 4+ Tegle-



2.5. REFORMULATION DU PROBLEME 29

Fia. 2.15: Schéma de la preuve pour r < 0.

Preuve. Tous les processeurs ont la méme charge de travail, bM 7Ty

— Cas 1+ 74 ¢ < 0. Toutes les colonnes de taches peuvent étre exécutées indépendamment, et
la premiere partie du résultat en découle.

— Cas 1+7+c¢ > 0 et existence d’un chemin horizontal. Le processeur (P —1) est toujours
le dernier & finir son exécution. Analysons séparément les cas r < 0 et > 0.
— Cas r < 0. Le travail du processeur ¢ = P — 1 peut étre décomposé de la maniere sui-

vante (Figure EZTH) :

Texe_para =
max(1l +¢,—r)(P —1) maximum entre la propagation des données

le long de ’axe horizontal et le calcul

des tuiles situées sous l’axe dans la colonne (P — 1)
+ 22;11 max((1 + ¢)P,M — Pr) calcul des tuiles restantes dans la colonne kP — 1

et tuiles sous l'axe dans la colonne (k+ 1)P — 1
+M + (bP — 1)r tuiles restantes dans la colonne bP — 1

— Lorsque le temps de propagation des données est plus grand que le temps de calcul
(M < (14r+c)P), Pexpression ci-dessus n’est vérifiée que s’il existe un chemin horizontal
traversant tout l'espace d’itération c’est a dire lorsque M + (bP — 1)r > 0.

— Par contre, lorsque M > (1+r+c¢)P, 'expression ci-dessus n’est vérifiée que s’il existe un
chemin du sommet bas-gauche de 'espace d’itération a la colonne P—1. Ceci n’est vérifié
que si M + (P —1)r > 0. Dans le cas contraire, le temps que doit attendre le processeur
P — 1 avant de pouvoir travailler est le méme que dans le cas d'une distribution bloc
c’est & dire |7M|(1 +c).

— Cas r > 0. La méme décomposition conduit & (voir Figure ZZTH)

Tezepara = (1+7+c¢)(P—1) temps de démarrage
+ ZZ;% max((1 +c+r)P, M) tuiles de la colonne j+ kP
+M tuiles de la colonne j+ (b—1)P
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Il s’avere que les deux expressions de Teye_pare coincident du fait que 1+7+c > 0. En d’autres
termes, la derniere expression est valable a la fois pour le cas r < 0 et r > 0. Ce qui nous
conduit directement au résultat.

F

T

e
o

Pr{<77777>

0o 1 2 P-1 2P-1 bP-1

FiGc. 2.16: Schéma de la preuve pour r > 0.

2.5.5 Le cas distribution cyclique, forme trapézoidale

Le cas distribution cyclique, forme trapézoidale est le cas le plus complexe. On obtient les
résultats suivants :

Théoréme 4 Considérons un espace d’itérations de forme trapézoidale, de hauteur gauche M, de
largeur bP (distribution cyclique), de pente inférieure vy, et de pente supérieure ry.

= Si 1471, +¢ <0, alors Tege para = [OM + @P(rt —7rp) + (bP — 1) (ry — 1) T Teate-

— Sinon, si M + (bP — 1)1y > 0 alors Tegepara = Max(Tepe(P;),0 < j < P —1). Tepe(Pj) =

(1 + O] Teate + |32 max(1 + €)P, M = Pry+ (j + kP)(re = 13))| Tease + [M + (G + (b -
D) P)r]|Teate-

Preuve.

— Cas 1+ 1, + ¢ < 0. Toutes les colonnes peuvent étre exécutées indépendamment les unes
des autres. Dans ce cas, le processeur le plus chargé est le processeur ¢ = 0 si ry < 1y et le
processeur ¢ = P — 1 dans le cas contraire.

La charge de travail du processeur j est ZZ_:B H(j+ kP)T,qc 00 H(j+ kP) =M+ (j +
kP)(r; — p) représente la hauteur de la colonne j+kP (0<j<P—-1let0<k<b-—1), ce
qui conduit a la premiere partie du résultat :

— Cas 1, > ry. Clest le processeur ¢ = 0 qui se voit assigner le plus de travail. Alors

bl (kP = (bM + U p(y, — rb)) Toote.

— Cas 1, < 1. Clest le processeur ¢ = P — 1 qui a le plus de charge de travail, et alors
(b H(P =1+ kP)Toate = [bM + (X52P + (6P = 1)) (1 = 5)| T
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— Cas 1+ 1, 4+ ¢ > 0. 1l est plus compliqué de déterminer le plus long chemin.
— Cas 1, < 0. On utilise une décomposition analogue a celle donnée dans la preuve du
Théoréme B pour exprimer le travail du processeur j (0 < j < P —1):

Texe(Pj) _
Tcalc -
max(l + ¢, —rp)j mazimum entre la propagation des données

le long de l’axe horizontal et le calcul

des tuiles situées sous l'axe dans la colonne j

+ 22;21 max((1+c¢)P,M — Pry + (j + kP)(rt — rp))  tuiles restantes dans la colonne j + kP

et tuiles sous 'aze dans la colonne j + (k+ 1)P

+M+(j+ (b—1)P)r; tuiles restantes dans la colonne j + (b —1)P
Il reste a prendre la valeur maximum de ces quantités pour obtenir le temps parallele :

P-1
Texe_para = H.la8< Texe (P])
]:

Cette expression n’est vérifiée que si les chemins horizontaux utilisés existent. C’est en
particulier le cas si M + (bP — 1)ry > 0.
— Cas 1, > 0. Identiquement, on obtient la décomposition suivante pour le processeur j :

Te;je(Pj) _

calc

(1+7p+c)j temps de démarrage

+ ZZ_:% max((1+c+rp)P,M + (j + kP)(ry —1p)) tuiles de la colonne j + kP
+M+(j+ (b—1)P)(ry — 1) tuiles de la colonne j + (b—1)P

De méme, ces deux expressions coincident avec ’expression du cas r, < 0. D’ou le résultat.
|

Remarque 3. Il est assez aisé de simplifier 'expression de Tege(P;) en réduisant la somme de
maxima en une expression plus compacte. C’est une simple discussion en fonction du signe de
r — 1y et de la valeur de k a partir de laquelle ’expression du maximum s’inverse. Ensuite, il suffit
d’évaluer analytiquement la valeur de j qui maximise Ty (Pj).

2.6 Forme, taille et grains optimaux

Trouver la pente optimale pour une hauteur de tuile donnée, ou déterminer la hauteur et la
largeur de tuiles qui minimisent le temps total d’exécution, sont les questions naturelles qui viennent
en complément de notre étude.

2.6.1 Pente optimale

Approche analytique. Sil'on regarde attentivement les formules du temps total parallele (Teze_para)
d’exécution du nid de boucles en fonction de la pente et de la distribution des données, on remarque
que, pour une distribution donnée, Teze parq €st constant pour 14-c+7, < 0 et strictement décroissant
pour 1 +c+rp > 0.
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Ainsi, le minimum est clairement atteint pour 1+ ¢+ r, < 0, c’est a dire pour 7, < —(1 +¢). En
particulier, comme ¢ < 1, r, = —2 convient, et en pratique c’est cette valeur de pente qui devra étre
choisie. En effet, on a tout intérét a prendre une pente & valeur entiere car tout le bénéfice d’une
pente négative est perdu par la présence de parties entieres a effectuer, de multiplications réelles,
etc.

Rappelons que 'espace de liberté de la valeur de la pente est limité par les vecteurs de dépendance,
c’est a dire qu’il ne sera pas toujours possible de choisir une telle pente. En contrepartie, on peut
retenir qu’il est souhaitable que r soit le plus petit possible.

Simulation. D’apres les formules précédemment établies, la courbe du gain devrait prendre
une valeur constante pour 1 + 7, + ¢ < 0. Il n’en est rien et cette erreur est liée, rappelons le, a
I’approximation présentée Figure Mais, comme le montre I’exemple de la Figure EZT7, I'impact
de cette approximation est négligeable.

(temps d’exécution parallele)/(temps d’exécution séquentiel)

Largeur de I'espace d'itération (bP) 0 -3

1+4r+C

Fia. 2.17: Valeurs obtenue a l'aide d’une simulation, dans laquelle ¢ = 0.5 ; l’espace d’itération est
de forme parallélogramme ; la distribution est cyclique; b varie de 2 a 10 ; P vaut 15; 1+r+c varie
de -4 a 4. Le temps d’exécution paralléle ainsi rapporté, est normalisé par le temps d’exécution
séquentiel : est donc tracé le rapport M

ere_seq

2.6.2 Taille de tuile optimale : futilité des modeles

Déterminer la forme ou la taille des tuiles est un probleme majeur dans le domaine du pavage.
En fixant la pente, nous avons, dans le cadre de nos restrictions, fixé la forme des tuiles. Reste
logiquement a trouver la taille optimale. Une telle étude a été récemment menée par Andonov et
al. [B]. Plutot que de présenter ici une solution exhaustive du probléme, nous formulons plutot
quelques remarques relatives aux modeles de machines usuellement employés.

Choisir un bon modele de communications est une question délicate :

— La communication est-elle recouverte par les calculs? L’est-elle entierement ou seulement
partiellement ? Cela dépend bien évidemment de la plateforme considérée, mais méme sur un
systeme censé a priori recouvrir les communications par les calculs, on a malheureusement
souvent de mauvaises surprises. Il est en fait difficile d’obtenir des mesures stables.
Supposons néanmoins que nous disposions d’un systeme stable permettant le recouvrement
total des communications par les calculs. Dans ce cas, le temps de communications pouvant
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a priori dépasser le temps de calculs (¢ > 1), la formule de temps de calcul d’une tuile de
taille h x w doit s’écrire Teq1e = max(hWTeqaic, Teomm () et non hwTeye. Le cas échéant, on
obtiendrait une taille de tuile optimale de l'ordre de 1 x 1 (cf [23]) : résultat absurde.

— Ensuite, on peut vouloir quantifier le temps de communication en fonction du volume de
données communiquées. Mais, comme en témoigne la courbe de la Figure EZT8, la réalité est
souvent bien différente du modele “Tiom (1) = S+ 17" usuellement utilisé (cf Chapitre B pour
une discussion détaillée sur le sujet). Le temps de communication dépend fortement de la
quantité de données manipulées par le programme, de la taille des tuiles, de la longueur de
la ligne de cache, etc. Réciproquement, la vitesse de calcul est, elle aussi, dépendante de la
fréquence et de la taille des communications.

5

) ©
T

Surco(t de communications moyen (secondes)
b
T

hauteur de domaine H=100

0 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7‘0 é;O 9‘0 100
largeur de tuile (w)
Fic. 2.18: Courbe expérimentale extraite du Chapitre [A rapportant en secondes le temps moyen de

communication de 48 octets en fonction de la taille des paquets (48w octets), de leur fréquence
d’envoi (<) et de la quantité de données traitées entre chaque pas d’itération (H).

On ne peut donc pas, dans ce cadre, proposer de maniere sérieuse une taille de tuile optimale
a la virgule pres. La bonne approche consisterait probablement & raisonner en termes d’intervalles,
en se donnant une marge d’erreur. Elle s’effectuerait étape par étape, en commencant par exemple
par la vérification des contraintes de localité au niveau du cache, puis par la minimisation de la
longueur du chemin critique, etc. On obtiendrait ainsi un ensemble de solutions possibles, assurant
un temps proche de 'optimal, parmi lesquelles on choisirait la solution la plus simple.

2.6.3 Pavage hiérarchique

Comme I’a été tres justement souligné par Hogsted et al., la méthode de pavage peut étre utilisée
dans le cadre de mémoire & niveaux multiples et de parallélisme hiérarchique [25]. Une importante
motivation pour déterminer les temps d’inactivité de 'exécution dans [B3], était de montrer quun
tel temps d’inactivité pouvait avoir un impact non négligeable sur les performances de nombreuses
applications.

Nous réutilisons I'exemple donné dans [B5] pour illustrer ce point : un large espace d’itérations
avec des dépendances verticales et horizontales est partitionné en tuiles. De plus, chaque tuile est
elle-méme partitionnée en sous-tuiles que l'on projette sur les processeurs (cf Figure EZT9, ou les
tuiles et les sous-tuiles sont rectangulaires, en opposition avec la Figure ou les tuiles sont de
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forme parallélogramme et les sous-tuiles toujours rectangulaires.).

Considérons 'exemple donné ci-dessous : les données, stockées sur le disque sont chargées tuile
par tuile et distribuées sur les mémoires principales de chacun des processeurs. La taille des tuiles
est choisie en fonction de la taille des mémoires, et on suppose une synchronisation implicite entre
deux tuiles consécutives.

super-tuilg

N super-tuile
wile { uile { fl\\ \
3 s
Fic. 2.19: Partitionnement de [’espace Fia. 2.20: Partitionnement de [’espace
d’itérations en tuiles de forme rectangulaire et  d’itérations en tuiles de forme parallélogramme
en sous-tuiles. La pente vaut r = 0. et en sous-tuiles. La pente vaut r = —1.

Quelle est la meilleure stratégie ? Des tuiles rectangulaires comme sur la Figure EZT9 ou des
tuiles parallélogrammes comme sur la Figure 2220017
Comme établi dans [3], les tuiles parallélogramme de la Figure contiennent un temps substan-
tiel d’inactivité inférieur aux tuiles rectangulaires de la Figure
Les résultats des paragraphes précédents nous permettent de répondre précisément au probleme :
on peut déterminer analytiquement la meilleure répartition, comme une fonction des parameétres
de 'espace d’itérations et des caractéristiques de la machine.
Soient h et w respectivement la hauteur et la largeur normalisées des sous-tuiles. Le temps d’exécution
est de Toq;c = hwTegie. Considérons une distribution bloc des sous-tuiles sur les processeurs de telle
maniere qu’une tuile soit de taille Mh x Pw : en d’autres termes, une tuile contient P colonnes de
M sous-tuiles chacune. Par exemple, sur les figures et Z20, on a M = 4 et P = 4 . Notons
Dy, =dyM et D, = d,, P tels que la taille de I'ensemble de I'espace d’itérations soit Dph X Dy,w.
Avec une répartition rectangulaire, il y a djd,, tuiles. Avec une répartition parallélogramme, il y a
(dp + [|r]])dy tuiles (une tuile partielle est considérée comme une tuile pleine du fait des barrieres
de synchronisation). Le lemme suivant est une conséquence directe des résultats établis dans ce
chapitre.

Lemme 1 Avec les notations courantes, le temps total d’exécution est

Teverect = [M + (P —1)(1 + ¢)|dpdyTeare  pour des tuiles rectangulaires
Tezepente(r) = M (dp, + [|7|])dwTcate pour des tuiles parallélogrammes de pente r < —(1 + ¢)

Pour des tuiles rectangulaires, si on rééerit Teze rect comme Tope pect = [M+(P—1)(1+c)] % D—];“Tcalc,

on voit que c’est une fonction décroissante en M. En d’autres termes, M doit étre choisi le plus
grand possible et tel que Mhw données tiennent dans la mémoire d’un seul processeur. Une fois la
valeur de M fixée, on choisit comme pente r une valeur suffisamment petite telle que (14+r+c)™ = 0.
Prenons r = —2. On trouve alors que Tegze_pente(—2) = M (%+2)%T vale- On en déduit le Théoréeme
suivant :

Théoréme 5 Si2M < (P —1)(1+ c)% alors Tpente(—2) < Treet-
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La condition du Théoreéme 5 sera toujours vérifiée pour des domaines d’itérations suffisamment
larges. En d’autres termes, des tuiles de forme parallélogramme donnent de meilleures performances.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étendu les résultats d’Hogsted, Carter, et Ferrante [B5]. Nous
avons ainsi déterminé le temps d’inactivité associé & un pavage, pour des domaines d’itérations de
forme parallélogramme et trapézoidale. Nous avons fourni une expression de forme close du temps
d’inactivité, pour toute valeur du parametre de pente (r,7p,7;) et pour une distribution bloc aussi
bien que pour une distribution bloc-cyclique. Mais, ces résultats restreints au cas bidimension-
nel devraient a présent étre généralisé au cas multidimensionnel. Par ailleurs, le cas d’un espace
d’itération de forme triangulaire est tres fréquent et mériterais une attention toute particuliere.

Nous avons appliqué nos résultats dans le contexte du pavage hiérarchique. Bien que nous ayons
traité seulement un exemple particulier du probleme de pavage récursif, nous pensons que notre
approche est assez générale pour étre appliquée dans plusieurs autres situations (comme celles
décrites dans [25]).

Par ailleurs, un sujet important est la compilation de langages de haut niveau sur machines
hétérogenes, comme des clusters de machines SMPH par exemple. L’hétérogénéité des réseaux,
des éléments de calculs et des hiérarchies mémoires, augmente la complexité des solutions. Il est
maintenant admis que I'obtention de performances importantes sur ce type de machine passera par
I'utilisation d’un systeme d’exploitation performant et complet, utilisant notamment les processus
légers. Malgré tout, la présence d’un systeme aussi évolué qu’il soit, ne dispensera pas les compila-
teurs de générer un code a gros grains. Les résultats présentés dans ce chapitre doivent donc étre
étendus a ce type de plateformes. Ce probleme est abordé dans le Chapitre Bl de cette these.

12 - . ,
Shared Memory Processors : machines & mémoire partagée






Chapitre 3

Pavage de nids de boucles sans
dépendances internes

3.1 Introduction

Comme indiqué dans le Chapitre Bl de cette these, il existe plusieurs approches dans le do-
maine du pavage : minimisation du chemin critique [6l 23 b4, [78], minimisation du volume ou du
nombre de communications inter-processeurs [[19, 24]... Ces techniques s’appliquent au pavage de
nids de boucles uniformes dans le contexte de machines & mémoire distribuée. C’est la présence
de dépendances uniformes, internes au nid, qui crée des communications entre les processeurs voi-
sins. Il existe aussi bien str, des nids de boucles comprenant des dépendances externes. Il y a par
exemple le cas ot les références a un méme tableau ne sont qu’en lecture : c’est alors le rapatriement
initial des données vers chaque processeur qui doit étre optimisé. Ces données peuvent étre soit
distribuées sur la grille de processeurs (distribution CYCLIC de HPF par exemple), soit située sur
une mémoire partagée externe.

Dans ce cadre, Agarwal, Kranz et Natarajan [I] cherchent a minimiser le volume de données
utilisées par le calcul d’une tuile (nommée empreintdl). Plus précisément, leur but est de trouver
un pavage hyper-parallélépipédique du domaine d’itérations sous le critere d’optimisation suivant :
étant donnée une taille de tuile fixée (liée par exemple a la taille du cache), déterminer la forme
de tuile qui minimise la valeur de I’empreinte, c’est a dire maximise la réutilisation de données.
Cet objectif n’est que partiellement atteint puisque la méthode donnée par Agarwal et al. n’est pas
totalement constructive, et n’est illustrée qu’a ’aide d’exemples de cas particuliers.

Le but de ce chapitre est donc d’étendre les résultats d’Agarwal et al. : dans un premier temps
(Paragraphe BZ), nous résumons l'approche d’Agarwal, Kranz et Natarajan [[I]. Ensuite, (Para-
graphe B3), nous introduisons une nouvelle formulation de la taille de ’empreinte. Puis (Para-
graphe BA)), nous fournissant une heuristique résolvant le probléme d’optimisation associé. Nous
donnons plusieurs exemples dans le Paragraphe B0l puis nous formulons quelques remarques finales
dans le Paragraphe

3.2 Travaux d’Agarwal, Kranz et Natarajan

Dans ce paragraphe, nous résumons I'approche d’Agarwal, Kranz et Natarajan [[I]. Nous utili-
sons exactement le méme formalisme et les mémes hypotheses que ces derniers.

footprint en anglais
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3.2.1 Pavage optimal pour minimiser les communications

Débutons avec I'exemple suivant :

Programme 6.

doall i = 0,99
doall 7 =0,99
Ali,j] = Bli,j] + Bli + 1,7 — 2] + C[2i,2i + j] + C[2i + 1, 2i + j]

Supposons que les tableaux de données B et C' soient stockés dans une unité de mémoire externe.
Afin d’augmenter la granularité du calcul, et la localité des références, la technique du pavage peut
étre employée. Le nid de boucles ne présentant aucune dépendance interne, toute forme de tuile est
acceptable. Prenons par exemple des tuiles rectangulaires de taille 10 x 5. On obtiendrait alors le
code pavé suivant :

Programme 7. Version pavée du Programme [@

doall 1=0,9
doall J=0,19
do i=0,9
do j=0,4
AI*10+4,J «54j] = B[I 10+ i, J * 5 + j]
+B[I+«10+i+1,J %5+ j — 2]
+CR2(I %10 414),2(I * 10 +14) + J * 5+ §]
+CR2(I 10 +14) + 1,2(I * 10 +14) + J * 5 + j]

Naturellement deux pavages différents ne menent pas au méme temps d’exécution : le volume et
la forme des tuiles sont des parametres importants qui doivent étre déterminés. Le probleme est ici le
suivant : “on veut d’une part que ’ensemble des données utilisées par le calcul d’une tuile tienne dans
le cache, et d’autre part que le volume de calcul correspondant soit maximal.” En d’autres termes,
étant donnée une limite sur le volume de données accédées par tuile, on cherche la tuile de volume
maximum. Ce probléeme étant difficile, on lui préfere 1'approche suivante [26, b5, RS, O2] : étant
donnée une taille (ou volume) de tuile fixée, déterminer la forme de tuile qui minimise la quantité
de données (accédées par tuile). C’est ce probleme d’optimisation qui est traité par Agarwal et
al. [T]. Notons que pour des tuiles non-singulieres, comme a pu l'indiquer Irigoin dans sa these [B6],
la recherche de forme peut étre traitée indépendamment de la taille.

3.2.2 Notations

Evaluer la quantité de données accédées par le calcul d’une tuile n’est pas un probleme simple.
Agarwal et al. [I] supposent que les références aux données sont des fonctions affines injectives des
indices de boucles. Le cas échéant, le probleme est beaucoup plus complexe. En contre-partie, il est
inutile de considérer des espaces de données supérieurs a l’espace d’itération : il suffit de réduire
les fonctions de référence au sous-espace de données effectivement utilisé. Dans ce cas, la réduction
d’une fonction affine injective est une fonction inversible.

Ainsi, a partir de maintenant, nous ne considérons que des fonctions de référence inversibles.
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Pour une référence isolée, 'empreinte d’une tuile (quantité de données chargées) correspond
au volume de cette tuile; lorsqu’il y a plusieurs références, mais chacune a un tableau différent,
I’empreinte cumulée est la somme des empreintes séparées. En revanche, lorsque 'on a plusieurs
références au méme tableau (Comme pour B dans le Programme @), ’empreinte cumulée doit étre
évaluée avec attention : en effet, une méme donnée peut étre utilisée par différentes références,
et ne doit donc étre comptabilisée qu'une fois. Ainsi, le Programme Bl ne contient qu’une seule
dépendance de réutilisation : (—1,2) entre B[i,j] et Bli + 1,7 — 2]. En effet, les dépendances
d’entrée des références C|[2i,2i+ j] et C[2i+ 1, 2i+ j] ne se recouvrent pas. La Figure Bl représente
les empreintes de ces quatre références.

Afin de formuler le probléme d’évaluation (ou approximation) de 'empreinte d’une tuile, nous
devons tout d’abord introduire quelques notations :

1. La tache “Ali, j] = ...” est représentée par le vecteur colonne T = ( ; > .

2. Comme les références aux données sont supposées étre des fonctions affines des index de
— N 7 , . e — N .
boucle 17, elles peuvent étre représentées par 'expression G1° + @', ou G est une matrice et
a un vecteur de translation. Ainsi, dans le Programme [@,

e B[i,j] peut étre représentée par le couple (G1,a1;) = (( é ? ) , < 8 >>

1 1
e B[i+1,j-2] peut étre représentée par le couple (G1,a;5) = <( 0 (1) > , ( 9 >>

2
e C[2i,2i+j] peut étre représentée par le couple (Go,az1) = <( 5 (1) > , ( 8 >)

2 1
e C[2i+1,2i+j] peut étre représentée par le couple (Gs,az ;) = <( 5 (1) > , ( 0 >>

Notez que nous avons utilisé le méme nom G pour la matrice représentant la référence Bli, j]
et pour la matrice représentant la référence B[i+ 1, j — 2]. Ceci est 1ié au fait que les données
accédées correspondant a ces deux références s’intersectent. En d’autres termes, il existe une
dépendance de réutilisation entre ces deux référence. En contrepartie, nous avons utilisé des
noms différents, pour caractériser les références C[2i,2i + j] et C[2i + 1,2i + j], ceci bien

A X A . 20
qu’elles correspondent au méme tableau et & la méme matrice ( 9 1 > : en effet, dans ce
cas les données utilisées par ces deux références ne s’intersectent pas (cf Figure BII).

3. Le volume de données utilisées par le calcul d’une tuile, correspondant a une référence isolée,
est appelé “empreinte de cette référence”. Le volume de données correspondant a toutes les
références cumulées est appelé “empreinte cumulée de ces références”. L’exemple précédent
montre que ’empreinte cumulée de plusieurs références ne correspond pas nécessairement a la
somme des empreintes de toutes les références. Considérons le cas particulier, mais néanmoins
. N 212 . Y — —
important, ott un tableau est accédé deux fois, par les références (G, aq) et (G, az). En d’autres

. . 3 7 1 . — — 07
termes, il existe une dépendance de réutilisation de (a3 — a7) entre ces deux références. Alors
R N - > . N . .
si G™* (a3 — aj) est a composantes entiéres, chaque couple d’empreintes & une intersection
significative, et ’empreinte cumulée doit étre évaluée attentivement. Notons que cela se pro-
duit, en particulier, a chaque fois qu’'une donnée est accédée deux fois par la méme matrice
. . —1 N L3N —1 /= — 7 .
unimodulaire (car comme G~ est a composantes entieres, G~ (az — aj) est nécessairement
a composantes entieres) ; c’est le cas pour les deux premiéres références du Programme B
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F1a. 3.1: Cette figure représente une tuile de l’espace d’itérations (ici, un rectangle de taille 6 x4) et
ses données correspondantes utilisées. Les références Bli, j| et Bli+ 1,7 — 2] touchent des données
communes qui ne doivent étre comptabilisées qu’une fois. En contrepartie, les références C[2i,2i+ j]
et C[2i + 1,2i + j] ont une intersection vide. En effet, l'indice 2i ne fait référence qu’auzx lignes
paires du tableau C, alors que Uindice 2i + 1 ne fait référence qu’aux lignes impaires.

— — —>\ s IEN .
Dans tous les autres cas (G 1(0,2 —aq) a une composante non-entiere), les empreintes ont une
intersection vide ou négligeable [I].

4. Une tuile est un hyper-parallélépipede déterminé par n vecteurs libres uj, ..., Uy, oul 1 est la
profondeur du nid de boucles (nombre de boucles)—cf Figure B2 pour un exemple avec n = 2.
Une tuile peut donc étre représentée par une matrice H non singuliere de taille n x n, formée
des vecteurs colonnes 1, ..., U,,. Le volume de la tuile est alors | det(H)|. En fait, cette matrice
correspond exactement & la matrice P définie par Irigoin et Triolet [57], inverse de la matrice
définie & partir des vecteurs normaux aux faces de la tuile. Considérons la référence (G, @)
ou G est unimodulaire, ainsi que la tuile représentée par la matrice H : la tuile correspondant
aux données accédées peut étre représentée par la matrice GH et par le vecteur de translation
Gd. Ainsi, 'empreinte vaudrait dans ce cas |det(GH)| = | det(H)| (car G est unimodulaire).

u2=(.5)
ul=(11,0)

11 3

0 5 ) Sa taille vaut | det(H )| = 55.

F1c. 3.2: La tuile peut étre représentée par la matrice H = <

Le premier objectif d’Agarwal, Kranz et Natarajan [] a été de trouver une évaluation précise
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de 'empreinte cumulée. Ensuite, fixant la taille de tuile, ils ont cherché la forme qui minimise leur
expression d’empreinte cumulée.

Remarquons que la taille de 'empreinte cumulée des références (G, aj),...,(G,a;) est iden-
tique a la taille de 'empreinte cumulée des références (%, %) e (%, d:_t{G)’

Ainsi, a partir de maintenant nous ne considérons que des références unimodulaires.

3.2.3 Résultats

Comme souligné précédemment, la difficulté réside en 'estimation de I’empreinte cumulée de
plusieurs références a une donnée commune (cf Figure B3). La solution proposée par Agarwal et
al. [T] est la suivante : considérons les références (G, ai), ..., (G, az), oit G est unimodulaire.

— Notons par (x_l), e x—,{) la base canonique de R”, et par @ “l’écartememﬁ” entre les k vecteurs

a1,y g

— — = —
a=| max |<uxa; —aj; > |
1=j<y’<k 1<i<n

oll < @,y > représente le produit scalaire des vecteurs Z et /. Intuitivement, les compo-
santes de @ correspondent au décalage maximal, entre les différents vecteurs, dans chacune
des différgltes directions. .

— Si D = (dy ---d,) est une matrice de taille n x n composée des n vecteurs colonnes d;, alors

det(D,_,z) représente le déterminant de la matrice D;_, obtenue en remplagant la j-ieme

j—a N
colonne de D par a'.

FIG. 3.3: Empreinte cumulée de trois références a un tableau commun : (G, ap), (G, a7) et (G, az).
St Veae représente le volume de la tuile, Vi le volume de la partie grisée, alors l’empreinte
cumulée de ces trois références est Viogie + Veom. Le but est de trouver une bonne approximation
pour l'expression de Viom.

Ainsi, comme le montrent intuitivement les figures B3l et B4l 'empreinte cumulée des références
(G,a1), ..., (G, ag) peut étre approchée par
n
|det(D)| + Y |det(D; )|, ol D=GH.
j=1

Avec les notations de la Figure B3 puisque G est unimodulaire, V4. = |det(D)| = |det(H)]

représente le volume de tuile (volume de données d’une seule référence), et Vo, (= Z?Zl |det(D;_3)|)

2 .
spread en anglais
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représente le volume de données supplémentaire (lié a la présence d’autres références). On utilise le
nom intuitif V.., car la partie grisée de la Figure correspondrait & des communications inter-
processeurs dans le contexte du pavage de nid de boucles sur machines & mémoire distribuée [[19, 24],
alors que cela correspond & des acces mémoire dans le contexte présent.

/4

_
F1a. 3.4: Si d = (d;)1<i<n, d; est obtenu en prenant les valeurs mazimales de | < T, an—aj > | ot
— . ] ) g

x; correspond au vecteur colonne (5ij)1<j<n (base canomque). Avec ces notations, Vi, peut étre

approché par | det(uy, 7)\ + | det(W 2, 7)\

En fait, 'approximation d’Agarwal, Kranz et Natarajan [[I] est plus élaborée : ils utilisent
I'expression précédente seulement quand la matrice D définit un parallélépipede aux arétes paralleles
aux axes de la base canonique (7, ..., T, ). En général, ce n’est pas le cas, et I'expression d’écartement
@ doit étre adaptée en conséquence. Pour cela, ils utilisent un changement de base afin de prendre
en compte les directions de D. Formalisons cette démarche : on définit pour chaque référence a_;',

—
. —1— ., . 02 .z
1 < j < k le vecteur a;- =D 1aj associé. Maintenant que les références sont “normalisées”,

B —
: 1 , —
on considere ’écartement o' = (maxi<ici<r| < z:,a" —a’, > . On pose donc finalement
1<5<5'<k 15 Wy j 1<i<
Stsn

R
— / ) 9 11 n
a = Dd’, et c’est cette valeur que 'on utilise dans la formule de_)Vwm = Z_j):l |det(D;_3)I-

En résumé, le probleme d’optimisation lié aux références (G, aq), ..., (G, aj), ou G est unimodu-
laire, s’écrit de la maniere suivante :

Trouver H qui minimise |det(D)|+ Y ", |det(D,_z)|

| det D| = Vg est fixé
D=GH
—
_) /
a =Da
avec ¢ SN (CFP)
a = (max1<j<j/<k] < E), a. —a., > ’)
. = = J J 1<i<n
1= .
a; =D"aj,1 <j<k

S’il y a plusieurs matrices d’acces a considérer, on somme les empreintes cumulées correspondant
a chaque matrice. L’approximation (CFP) est assez générale et précise, puisqu’elle est valide pour
des tuiles de forme parallélépipede arbitraires. Malheureusement, Agarwal, Kranz et Natarajan [[]
ne résolvent pas ce probleme d’optimisation de maniere générale. Cela est di au fait que D et
donc Iécartement @ sont inconnus. Agarwal, Kranz et Natarajan [] résolvent ce probléme dans
un cadre plus restrictif : ils limitent leur recherche & des matrices H diagonales, c’est a dire au cas
ou les tuiles sont rectangulaires. Dans ce cas, la forme de H est fixée a n coefficients homothétiques
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pres (la longueur de chaque direction), et la recherche est fortement réduite, comme expliqué dans
le Paragraphe B-ATl Mais méme dans ce cas, les auteurs ne donnent aucune expression analytique ;
seuls quelques exemples spécifiques sont résolus a la main.
Dans le paragraphe suivant, nous étendons les résultats d’Agarwal, Kranz et Natarajan [1] :
grace a une nouvelle formulation de leur expression de I’empreinte cumulée,
— nous résolvons analytiquement le probléme d’optimisation réduit a la recherche de tuiles de
forme rectangulaire,
— nous donnons une heuristique générale pour la résolution du probleme d’optimisation a la
recherche de tuiles de forme parallélépipede, c’est a dire pour des matrices H quelconques.

3.3 Nouvelle expression de ’empreinte cumulée

L’expression du probleme d’optimisation (CFP) ne permet pas de déduire un algorithme don-
nant la meilleure forme de tuile pour un ensemble de références donné. Elle permet juste de résoudre
le probleme a la main, dans les cas simples, comme cela est fait dans [[I]. Le but de ce paragraphe
est de reformuler 'Expression (CFP) a l’aide de manipulations algébriques classiques afin d’obtenir
une expression utilisable.

Nous avons besoin pour cela du résultat d’algebre linéaire suivant [B8] :

. . . . Y —
Lemme 2 Si A est une matrice de taille n x n, non singuliére et w un vecteur quelconque de
dimension n, alors

7 =
det(A =det(A)x < bj, w >

\

R
ou bj représente la j-ieme ligne de AL

Considérons la formule (CFP) du Paragraphe
=

- —

. . R
Avec les mémes notations, on a a’ = (man<jr | < zi,a; — a;./ > |> )
1<i<n

— — —
Soit, a;- =D~ 1a_]> =H YG~ 1_;) _1bj, ou b; = G la;
Ainsi,
- — - —
<E,a;—a‘;‘/> = <E),H71(j—b‘;/)>
PR —
= <H T, b -V >
IR
= < ei,bj —bj/ >
ol €1, ..., e, sont les vecteurs lignes de la matrice £ = H L.

Notons I,, la matrice identité de dimension n.

L’expression de 'empreinte cumulée V' = |det(D)| 4+ >, | det(D;_ )| devient donc

=)

z~>a

= |det(D 1+Z|det D). det(D, ,5)| = | det(D 1+Z|det

N
Utilisons le Lemme B V' = | det(D))| (1 +30 <7, d > |)
Mais,

- — R —
| <77, d >]—max\<xz,] a,>\—maxl<ez,bj—bj/>\.
i<y’ i<y’
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Ainsi, minimiser I'expression (CFP) correspond & trouver une matrice £ non singuliére telle que
|det(E~1)| = |det(H)| = Veae et qui minimise V = Voo + Veom, Ol

Veom = Veale- § max‘< €i,b _bj’ >
7 i<J’
Jusqu’a présent, nous avons considéré l’acces avec une matrice commune G unimodulaire. Si 'on
—
. . . . . — H H ’1 7
a m matrices G; unimodulaires distinctes, posons b;; = G 1ai,j et ¢;; les éléments de C; =

H % . ., ) . N . . . .
{bij — b jr, j # j'} L’expression a minimiser devient

m n
— T T
voo Z} (VWWVMC-Z%?; (1 <@ biy—biy > |)>
—
= mVeae + Veale- ZZH;&X < b i — by >
k=1i=1 777
n m
— —
= m‘/calc + VYCQZC. Z Z m]ax <er, Ci >
k=1 i=1

La somme peut étre décalée a 'intérieur du max, au prix d’'une augmentation notable du nombre
de termes du max : pour i € [1,m] on note d; le nombre de vecteurs c—z_;, 1< j <d;. On pose

o {1,.,m} — N
7 i — 1<j<d

et
m
—
= Z Ci,o(i)
i=1
Alors
" —
V = mViuie + Veale- Zméix <ep,ly, > (3.1)
k=1

3.4 Résolution du probleme d’optimisation

La nouvelle expression de (CFP) ne permet pas de donner une solution analytique dans la
configuration la plus générale. En revanche, nous pouvons,
— donner une expression analytique de la solution dans le cas restreint de tuiles de forme
rectangulaire,
— utiliser l'expression (BJl) afin de construire une heuristique au probleme général avec des
tuiles de forme arbitraire.
Commencgons par un exemple afin de montrer le gain potentiel (théorique) lié a 'utilisation de
tuiles de forme parallélépipédique plutét que simplement rectangulaires.

Programme 8. Fzxemple de code nécessitant un pavage de forme parallélépipéde

do i=0,N
do j=0,M
Ali,j] = Bli,jl + Bli + 1,7 + 1]
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Supposons que 'on veuille avoir V., = 100. Alors la tuile rectangulaire qui minimise 1’ex-

1
pression | det(H)| + |det(H,_ )| + | det(Hy_ )| avec @ = ( ] > est une tuile de forme carrée :

10 0O

H:10.I2:<0 10

). Cette tuile (cf Figure BX) conduit & Vip, = 19. Alors que la tuile de

100 1

100 —1 ) conduirait a Ve, = 1.

7172 N . ! __ L
forme parallélépipede : H' = 7 (

Vcom=1

10

Fi1G. 3.5: Comparaison des empreintes cumulées des tuiles H et H' pour un volume commun valant
Veate = 100.

Utiliser une tuile parallélépipédique au lieu d’une tuile rectangulaire risque de créer un surcotit
lors de la génération de code ou méme de I'exécution. Ce surcolit étant fortement dépendant de
I’application, il est souhaitable de tester et comparer les deux solutions dans chaque configuration.

3.4.1 A la recherche de tuiles rectangulaires

Avant d’introduire une heuristique pour résoudre le probleéme d’optimisation dans le cadre
général, nous donnons une solution analytique dans le cas de tuiles de forme rectangulaire.

Considérons pour cela la nouvelle formulation de (CFP) pour les références (G, ay), ..., (G, az)
[ —
ou G est unimodulaire : V = V4. (1 + Z?:l max; |< e, bj — bjr >D Supposons que ’'on re-
streigne notre recherche aux matrices diagonales H = diag(hi,--- ,hy), ot det(H) = [[;-, h; =
Vegie- On a € = his?l, dou V =Veue(1+>7, %Ci), ol ¢; = max; b;; — min; b;; (b;; représente la
—
i-itme composante de b;). En d’autres termes, il faut minimiser ) 7" | 7= tel que [, hi = Veac.
La solution est alors
Veale

hi =C X =y -
I1 j=16j

Cette solution s’étend directement au cas ou l'on a plusieurs matrices d’acces (on a la méme
expression, ol ¢; est maintenant la somme de toutes les contributions dans la direction i). Cette
notre nouvelle formulation de (CFP) permet donc de donner une solution analytique au probléme
d’optimisation introduit par Agarwal, Kranz et Natarajan [[J.
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3.4.2 Problémes connexes

La minimisation de I'Expression (BJl) Page B4l est un probleme difficile. En fait, nous savons
résoudre les problémes connexes suivant :

Probléme 1 Si (aj,...,a,) sont m vecteurs libres, et | det E| = %, Boulet et al. [T9] proposent

une solution au probleme de minimisation de I’expression suivante :

m n
IR

i=1 k=1

La solution est simple (E = A~!) si m = n mais devient trés complexe si m # n, avec un
cotit exponentiel en m. Notons que les @; représentent des dépendances dans le contexte du
pavage de nids de boucles totalement permutables, donc de dépendances aux composantes
non négatives, propriété qui n’est pas vérifiée ici.

Probleme 2 Notons H, la matrice de Hadamard de taille n, c’est a dire une matrice carré com-
posée de coefficients valant 0 ou 1 et de déterminant maximal [22]. Si A = (aj - - - a,) est non
singuliere, alors E = H,, A~! minimise I'expression (cf [24]) :

n
E max <a§,a_>j>
i 11§j§n

De nouveau, si A n’est pas carré, le probléeme devient tres difficile et les seules solutions
connues ont un cout exponentiel [24].

Probleme 3 Si N est la taille de I’espace d’itération, Irigoin [56] formalise le probleme d’évaluation
des volumes référencés dans un tableau de dimension N — P. Il exprime analytiquement
cette valeur pour une référence et P = N —1 ou P = 1 (cas dual). Le volume de stockage
nécessaire et et le volume référencé sont différenciés. Différents cas sont discutés en fonction
de 'ordonnancement et de la machine cible.

Grossierement, notre probleme se situe entre le Probleme 1 et le Probleme 2. Pour éviter un cofit
exponentiel, nous introduisons une heuristique qui s’inspire de la solution du Probléme 2 donnée
par Calland et al. [24]. Dans un premier temps, nous réduisons le probléme au sous-espace vectoriel
généré par l'ensemble des vecteurs {E)}, notons n’ la dimension de ce sous-espace. Ensuite, nous
choisissons n’ vecteurs libre dans {l,} (base du sous-espace). Nous voulons que ces vecteurs soient le
plus représentatif possible de la famille initiale. Pour cela, nous proposons de choisir n’ vecteurs qui
maximisent (ou presque) le volume du polytope qu’ils définissent (notez que c’est une heuristique
dans I'heuristique). Ensuite, nous résolvons ce probléeme en utilisant la solution du Probleme 2
appliquée au sous-espace de vecteurs ainsi choisis (on est dans le cas particulier d’une matrice
carrée). Finalement, pour les directions restantes (espace complémentaire), nous choisissons des
vecteurs orthonormaux.

3.4.3 Heuristique

Pour décrire notre heuristique, nous avons besoin d’introduire préalablement quelques nota-
tions :

~ L=

— H,, est la matrice de Hadamard de dimension n [22].

— —
ly -+ ly) est une matrice constituée de m vecteurs colonnes de taille n.
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- SiD = (d_{ e c?,,:) est une matrice rectangulaire constituée de m vecteurs de taille n qui
génére un espace vectoriel de dimension n, alors C,,azv0(D) est une sous-matrice de D de
taille n x n de déterminant maximum.

— Le rang de la matrice D est noté par rang(D).

— Si D est une matrice composée de m > n vecteurs colonne de dimension n générant un espace
vectoriel de dimension n, alors Ogg(D) est la matrice de taille n x n constituée de n vecteurs
orthonormés obtenu par 'orthonormalisation de Gram-Schmidt des vecteur (d_f, s En:)

— Si C est une matrice, alors up, (C) est la sous-matrice de C' constituée des n premieres lignes
de C.

La solution approchée du probléme d’optimisation (Bl) est donnée par 'algorithme suivant :

Algorithme 2. Renwvoie la valeur de H minimisant I’Expression [Z1]

Procédure H(V,y., L)

O = 0O¢gs(L,I,)
r = rang(D)
C= upr(OTL)
P = Cmaxvol(C)Hr
P = Veale I P

|det P|7

P 0

(o)
H=0P

Calcule Vop, pour H
Calcule V4, pour la meilleure matrice diagonale H g, (Paragraphe BZT])
Retourne meilleure solution entre H et H y;,,4

En comparant le résultat de notre heuristique avec celui de la meilleure tuile rectangulaire
(comme montré dans le Paragraphe BZT]), nous sommes str de trouver une solution avec un vo-
lume de communication au moins aussi petit que celui obtenu par Agarwal, Kranz et Natarajan [].
Notons néanmoins que notre heuristique donne, dans le cas particulier du Programme B du Para-
graphe B4l la solution optimale.

Heuristique pour trouver une famille génératrice de volume maximal. Nous donnons
une description sommaire de 'heuristique dans I’heuristique. Etant donné une famille de m vecteurs
générant un sous-espace vectoriel de dimension n, trouver une sous-famille génératrice de volume
maximal peut étre fait en comparant le volume de chaque sous-famille de dimension n. Il y a

n
proposons un algorithme glouton : nous commencons par le plus grand vecteur. Puis, itérativement,
nous ajoutons un vecteur a la sous-famille construite, tel que le volume correspondant dans le
sous-espace généré soit maximisé. Quand la famille construite contient n vecteurs libres, nous
essayons d’échanger un de ces vecteurs par un autre ; si cette permutation augmente le volume, nous
I’honorons. Nous continuons le processus jusqu’a ce qu’aucun échange ne puisse plus augmenter le
volume.

Le volume de p vecteurs de dimension n quand p < n peut étre calculé en utilisant la matrice de

< m ) = #ln), sous-familles, ce qui rend cette méthode inutilisable si m est grand. Ainsi, nous

. . , — — — — T
Gram : si D est une matrice composée des vecteurs colonne (d, ..., dp), Gram(dy,...,d,) = D" D.
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—

Alors, le volume du polytope généré par (di, ,J;) vaut /det(DTD).

L’algorithme correspondant est ’Algorithme [ décrit ci-dessous. Dans cette procédure, nous
notons par B; la i-itme colonne de la matrice B, et par [B,(C] la concaténation horizontale des

deux matrices B et C.

Programme 9. Heuristique pour trouver une famille génératrice de volume mazimum.

Procédure Ciuz001(V)

B=0
fori=1,n
B = [B7U1]
j=1
Vinaz = Volume(B)
h=m-—-i+1
fork=2,h
B, =U;
V = Volume(B)
if V> Vi
Vmaz:V
j=k
B; =Uj
UjHUh
h=h-1

may.increase = True
while may.increase do
E=B"1
Vinaz =1
may.increase = False
fork=1,h
fori=1,n
V = |EL.Uy|
itV > Vi
Vmax =V
j=k
=1
may.increase = True
if may.increase
B, =U;
Uj A Um—l+1
Retourne(B)

3.5 Exemples

Pour évaluer la qualité de notre heuristique, nous 'appliquons tout d’abord sur les deux exemples
donnés par Agarwal et al. [I], puis sur un jeu d’exemples générés aléatoirement. Notre but est de
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mesurer le gain apporté par notre heuristique en comparaison avec la meilleure solution de forme
rectangulaire. Dans les deux paragraphes suivant, nous comparons donc le volume de communi-
cation obtenu en limitant la recherche a des tuiles de forme rectangulaires, a celui obtenu par
notre heuristique. Pour chaque solution, nous calculons le volume ezact de communications, afin

d’examiner la précision de ’approximation.

3.5.1 Premier exemple

Cet exemple correspond a “I’Exemple 77 de article d’Agarwal et al. :

Programme 10.

doallt =1,N
doall j =1, N
doall k=1, N

Ali,j, k) =B[i—1,j,k+ 1]+ Bli,j+ 1,k|+ Bli+ 1,5 — 2,k — 3]

Avec nos notations, il y a ici une seule matrice d’acces G1 = Iz, a1 = (—1,0, nr, aip =
(0,1,0)7 et arz = (1,-2, —3)T. Comme Gy = I et bij = a1, pour une valeur donnée de V4,

I’expression & minimiser est

3
chalc (1 + Zmax (‘ < e_i)a (_17 _17 1)T > ’7‘ < 6_{, (_27274>T > ’7‘ < 6_2')7 (_17373>T > ’))
i=1

ou la matrice E vérifie |det(E)| = vll .

— — —
Notre algorithme conduit & la solution H = E~! = (hl, ho, h3>, ou

—0.7331  —0.3656 —0.8018
— — —
(hl,hg) — Ve | 07331 10967 | and hs=| 0.2673
14622 1.0967 —0.5345

Dans ce cas, si 'on prend V. = 1000 (par exemple), on obtient

3
‘/com = chalczmax (| < 6—i>a(_17_15]-)T > |7| < e_i>)(_272a4)T > |7| < 6_;,(—].,3, B)T > |)
=1

= 173

0
0
4

o w o

2

. 7’ VC(l C
Alors que la solution donnée par Agarwal et al. [T] est H = /=53« [ 0
0

L’importance du gain (Table Bl) entre notre solution et celle d’Agarwal et al. [I] est lié au
fait que dans cet exemple le sous-espace vectoriel généré par les vecteurs (b;;);; est un sous-
espace vectoriel de dimension 2 alors que 'espace vectoriel initial (R?) est de dimension 3. Notre
algorithme est capable de tenir compte de cette information en résolvant d’abord le probleme dans
le sous-espace puis en généralisant la solution a I’espace tout entier.
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Approximation (CFP) | Valeur exacte
Solution d’Agarwal et al. 865 756
Solution de notre heuristique 173 173

TAB. 3.1: Table de comparaison pour I’Exemple 7.

3.5.2 Second exemple

Cet exemple correspond & “I’Exemple 8” présenté dans [I] :

Programme 11.

doalli=1,N
doall j =1, N
Ali,j)=Bli—2,j]+ Bli,j — 1]+ Cli+j —1,j] + Cli+j + 1,j + 3]

. . . N 1 1
Avec nos notations il y a deux matrices d’acces G1 = Iy et Gy = ( >

01
Onaallz(— )T,a12—(,—1)T,a21:( 10
AlnSl blj—alj,bgl ( 10) etbgg—( 23T
Dou 6171—(— y ) 621—(1,—3) et 22 = ( 1
Alors I} = (—1,-2) et Iy = (—3,4).

) et az 2 = (1,3)T.
3)T.
L’expression a minimiser est donc
2
‘/calc (1 + Zmax (| < €_i>a (_17 _2)T > |) | < 6_;, (_374)T > |)>
i=1
Notre algorithme conduit & :

—0.9487 —-0.3162
H= calc ( )

1.2649 —0.6325

Et, si I'on prend V4. = 1000, alors Viu, = 195.

D’autre part, la solution donnée par Agarwal et al. est

_ 2/ Vealc 3 0
H= 12'(0 4>’

ce qui conduit & Vo, = 214 (pour également V. = 1000).

3.5.3 Exemples générés aléatoirement

Dans ce paragraphe, nous générons un jeu de 10000 tests avec les caractéristiques suivantes :
le probleme est de dimension 3 (n = 3); il y a une unique matrice commune unimodulaire G
(G = Ids sans perte de généralités) ; il y a entre 2 et 5 vecteurs de référence a_;'. Les composantes
des vecteurs de référence sont générées selon une distribution normale de moyenne 0 et de variance
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Approximation (CFP) | Valeur exacte
Solution d’Agarwal et al. 219 214
Solution donnée par notre heuristique 200 195

TAB. 3.2: Table de comparaison pour I’Exemple 8.

0.7 T T T T T T T T T

0.6 . . . . P '- : ° . .

[Vcom(Rectangulaire)-Vcom(Parallelepipede)]/Vcalc

0 2 a S ittedi S o oo
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 8000 9000 10000
tests

F1G. 3.6: Distribution (densité) des résultats des expériences.

5 (nous avons utilisé la fonction randn de Matlab), puis arrondie pour obtenir des valeurs entieres.
Le volume d’une tuile est fixé a V4. = 256000.

Nous donnons les résultats, suivant deux points de vue, Figure et Figure B Dans chaque
figure, nous avons reporté la quantité

Veom (Rectangulaire) — Vo (Parallélépipede)
Veale ’

ot Veom(Rectangulaire) est le volume de communications obtenu pour la meilleure tuile rectangu-
laire, et Vo, (Parallélépipede) est le volume de communications obtenu par notre heuristique. Le
gain moyen est égal a 0.18 X V4.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un travail améliorant les résultats de pavage d’Agarwal,
Kranz et Natarajan [I]. Nous avons reformulé leur évaluation de I’empreinte cumulative, permettant
de ce fait la dérivation d’une solution analytique pour les tuiles rectangulaires. Nous avons également
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F1a. 3.7: Distribution (histogramme) des résultats des expériences.

proposé une heuristique pour résoudre le probléme d’optimisation général (sans pour autant réduire
rigoureusement 1’espace de recherche). Cette heuristique est inspirée de résultats récents dans le
domaine du pavage. Toutes les formules utilisées étant multi-linéaires, il est alors aisé d’utiliser le
résultat obtenu pour la résolution du probleme d’optimisation suivant : étant donné un volume de
données limité, trouver la forme de tuile de volume de calcul maximal. Remarquons que le résultat
s’applique aussi au probleme de pavage dans le cadre de circuits VLSI [69] ou la bande passante
est limitée et ou il faut minimiser le rapport du nombre de données rapatriées sur la quantité de
calcul effectués.

Plusieurs améliorations peuvent étre apportées a notre heuristique, et un certain nombre d’autres
résultats expérimentaux en plus des exemples et des cas aléatoires traités ici seraient nécessaires
pour évaluer entierement 1’'utilité de notre approche.

Il faut par ailleurs noter que notre évaluation de 'empreinte n’est pas tout a fait générale : en
effet, si la matrice G est singuliere, 'ensemble des données accédées par une référence isolée est
généralement un polytope plus général qu’'un simple parallélépipede. Notre approche ne recouvre
pas ce cas de figure.

Par ailleurs, il semble logique de vouloir généraliser les résultats de ce chapitre au pavage d’un
nid de boucles présentant a la fois des dépendances internes et externes : il est toujours possible
de rajouter dans notre ensemble C' de vecteurs de dépendances de réutilisation les vecteurs de
dépendances de flot internes D. Le probleme dans ce cas est que les dépendances internes impliquent
des contraintes sur la forme limite des tuiles (H ~1D > 0). Il faut donc s’assurer dans le choix, pour
I'instant effectué par la procédure C,,qzv01, des vecteurs P représentatifs de {E)} que D soit bien
contenu dans le cone généré par P.

Dans tous les cas, nous pensons que notre nouvelle approche est un complément utile au travail
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décrit dans [I].
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Chapitre 4

Tuiles non atomiques :
réordonnancement des taches pour
exploiter le parallélisme interne.

4.1 Introduction

La technique de pavage est utilisée pour de nombreuses architectures différentes telles que les
machines a mémoire partagée avec caches, les systémes monoprocesseur avec caches ou encore les
systemes a mémoire distribuée avec caches. Sur les machines & mémoire partagée, I’atomicité des
tuiles est imposée afin d’éviter des synchronisations “inter-tuiles”, permettant ainsi & un parcours
simple de l’espace d’itérations d’assurer la légalité des calculs. De nombreuses approches [l 33,
62, [78, 82, 03] utilisent cette contrainte afin de trouver la taille et la forme de tuiles optimales.
L’atomicité des tuiles est justifiée sur un systéme monoprocesseur par le fait que la taille des tuiles
est choisie pour que les données utilisées tiennent dans le cache; a la fin du calcul de chaque tuile,
le cache est viddl et les données utiles au calcul de la nouvelle tuile sont rapatriées. En revanche,
dans le cadre de systemes multiprocesseurs a mémoire distribuée, I’atomicité des tuiles est souvent
restrictive. Dans ce cadre, plusieurs parametres entrent en jeu : la taille de la mémoire cache, la
granularité du calcul face au temps de communications, mais aussi 1’exploitation du parallélisme.
Sur un systeme capable de recouvrir les calculs et les communications, et sur lequel le surcoit de
synchronisation n’est pas trop élevé, 'impact du surcotit des communications est réduit. Dans ce
cas, briser la contrainte d’atomicité peut permettre d’exploiter le parallélisme interne aux tuiles et
ainsi réduire d’un facteur important la latence du programme.

Ainsi, sans remettre en cause 'approche classique introduite dans [57], nous proposons, dans ce
chapitre, une transgression de la contrainte d’atomicité : on se propose de maintenir cette contrainte
lors de I'étape de distribution des données, mais par contre, de la briser lors de 1’étape d’ordon-
nancement des calculs et des communications. C’est en quelque sorte du pavage hiérarchique, la
difficulté résidant dans le réordonnancement initial des taches a l'intérieur de chaque tuile afin de
mettre en évidence le parallélisme.

Cette approche est surtout justifiée sur les machines VLSI, par le fait que les contraintes y
sont plus importantes, et que d’autres part, sur ce type de systéeme les communications peuvent
étre pipelinées. Mais on peut aussi envisager que dans ’avenir cette approche devienne probante
sur des plateformes plus classiques. En effet, il semble qu’actuellement, la taille de mémoire cache,

! flushed en anglais



56 CHAPITRE 4. TUILES NON ATOMIQUES

croisse plus vite que le rapport du temps de calcul sur le temps de communication. Ainsi, en
terme de localité, on sera amener a utiliser des tuiles de plus en plus larges, et donc de granularité
“trop” importante. On tend donc, a priori vers des architectures ayant des propriétés favorables a
I’approche présentée dans ce chapitre.

Partitionner les nids de boucles uniformes de telle maniére qu’il n’y ait plus de communica-
tions, ou bien pour que le nombre de communications soit minimal, ou encore pour favoriser le
recouvrement des calculs avec les communications, a motivé récemment un nombre significatif de
recherches [89, [T, [79, 82, @T]. Ces approches impliquent des redistributions de données et un par-
titionnement minimisant les communications [37], mais aussi maximisant la localité des données,
c’est a dire minimisant le temps de calcul élémentaire. D’un autre point de vue, on peut ne faire
aucune redistribution, mais plutot réordonner les taches a I'intérieur d’une méme tuile afin de mi-
nimiser le temps de latence entre les tuiles. Exploiter le parallélisme interne aux tuiles peut réduire
de maniere significative le temps d’exécution d’un nid de boucles. C’est ce qui motive le travail
présenté dans ce chapitre.

Les approches précédentes de Chou et Kung [29] et de Dion et al. [39] au probléme de recherche
d’un ordonnancement optimal interne aux tuiles, n’apportent que des solutions heuristiques au
probléeme, méme dans le cas de dimension 1. La contribution principale de ce chapitre est de proposer
une solution optimale au probleme de dimension 1 pour une permutation de taches constantel.
Ensuite, nous prenons en compte la possibilité d’avoir des permutations de taches non constantes
pour laquelle nous proposons aussi une solution optimale dans le cas de dimension 1. Finalement,
nous appliquons les résultats trouvés au cas de dimensions supérieures.

Ainsi, apres avoir formulé et motivé le probleme dans le Paragraphe EL2 nous présentons (Pa-
ragraphe EL3)) les résultats antérieurs et discutons sommairement des différentes solutions. Ensuite
(Paragraphe ELAl), nous introduisons le formalisme utile au développement des démonstrations,
puis nous présentons quelques résultats intermédiaires fondamentaux. Nous décrivons alors (Para-
graphe D) les différents algorithmes dont nous prouvons 'optimalité (relative). Nous avons effectué
des mesures de performance que nous décrivons dans le Paragraphe L6, paragraphe dans lequel
nous faisons aussi quelques remarques succinctes ayant trait a la généralisation n-dimensionnelle
des résultats présentés. Finalement, nous terminons ce chapitre (Paragraphe EEX) par quelques
remarques générales.

4.2 Formulation et motivation du probleme

4.2.1 Exemple
Considérons I'exemple suivant :

Programme 12.

doj=1,L
doi=0,N
Ali +1[j]] = f(A[])

Il serait possible de distribuer ce nid de boucles de telle maniere que toutes les taches dépendant
les unes des autres soient exécutées par un méme processeur (un processeur par sous-graphe connexe

20n définit une permutation de taches constante comme étant un ordonnancement, identique pour chaque tuile,
a une translation pres.
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du graphe des taches) afin d’éliminer toutes les communications relatives au tableau A. Cette
opération peut étre effectuée en allouant les taches d’indice i et i+ 1[j] au méme processeur. Mais le
partitionnement de la boucle et la distribution des données seraient effectués pour toutes les valeurs
de [j], ce qui est, en pratique, une solution trop cotteuse.

Une autre solution consiste a partitionner la boucle ¢ de ’espace d’itérations en tuiles consécutives
et a allouer cycliquement les tuiles aux processeurs. Ensuite, on réordonne les taches a l'intérieur
des tuiles afin d’exploiter le parallélisme interne et réduire la latence entre deux tuiles. L’exécution
prend alors la forme d’un pipeline dans lequel, si le systeme le permet, calculs et communications
seront recouverts.

On oppose donc deux solutions,

— I'une dans laquelle, des redistributions sont effectués permettant ensuite aux taches d’étre

exécutées en parallele sans plus de communications,

— lautre n’effectuant aucune redistribution, mais impliquant de petites communications répétitives

entre les processeurs voisins.
la premiere solution implique un large mouvement de données effectué d’un bloc, et la seconde
induit beaucoup moins de mouvements de données, répartis durant 1’exécution et que 'on espeére
pouvoir étre recouverts par les calculs.

Le probléeme consistant a déterminer la meilleure permutation des taches a l'intérieur d’une
tuile afin de minimiser le temps total d’exécution, a d’abord été abordé par Chou et Kung [29] puis
par Dion et al. [38, B9]. La solution qu’ils proposent n’est pas optimale, et n’est adaptée qu’a une
certaine classe de réseaux de type VLSI. En fait, leur recherche est restreinte aux permutations
constantes.

Notre cadre d’étude est I'implémentation de nids de boucles aux dépendances inconnues stati-
quement. Dans ce cadre, la qualité des permutations et la vitesse de génération sont des parametres
importants pour avoir un code pavé efficace. C’est pourquoi nous proposons plusieurs solutions
“intermédiaires”. Cet équilibre étant fortement dépendant de ’application et de la machine cible,
les différentes solutions doivent étre comparées en pratique.

4.2.2 Formulation du probléeme

Notre étude porte sur les nids de boucles parfaits avec des dépendances uniformes (éventuellement
inclus dans des boucles externes) inconnues statiquement. Si un tel nid de boucles doit étre exécuté
sur un anneau ou une grille de processeurs, il est pavé, afin de favoriser la localité des données ainsi
que la granularité de calculs. Nous supposons que la granularité de calcul est forte, et nous cher-
chons, suivant une direction donnée, a diminuer le temps de latence en exploitant le parallélisme
interne & la boucle. Nous supposons que les distances de dépendance a I'intérieur de cette boucle
ne sont pas connues au moment de la compilation. Nous cherchons donc, durant ’exécution, une
permutation générique des taches au sein méme de chaque tuile, permettant de débuter le plus tot
possible I'exécution de la tuile suivante.

Nous considérons donc le schéma simplifié du Programme Nous supposons que la boucle
d’indice i, de longueur N, est pavée par des tuiles de longueur n et que les taches internes portent
une dépendance interne de longueur [, inconnue au moment de la compilation.

Programme 13.

doi=0N—-1
Alyi+1,.) = f(A[i,.)
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Restreignons pour l'instant notre présentation au cas de recherche d’une permutation constante.
Dans ce cadre, le probleme se pose de la maniere suivante :

L’espace d’itérations est noté 7 = {tg,t1,....,tx—1} ou t; est la tache d’indice i. Ainsi, la
boucle est de longueur N. On considére pour l'instant qu’il n’y a qu'une seule dépendance
uniforme de longueur /. On fait 'hypothese que [ < n : en effet, le cas échéant, on peut se
ramener au cas I’ = [ mod n, le temps de latence considéré n’étant alors plus entre deux
tuiles voisines mais entre les tuiles T et Tj +[ L] pour tout j.

La boucle interne est partitionnée en tuiles de longueur n. Insistons sur le fait que l est incon-
nue statiquement et il n’est pas donc pas possible d’ajuster a priori n en conséquence. Ainsi,
pour j € {0, ...., [%,] — 1} la tuile T} est 'ensemble {¢,,;,tnj11,tnjt2, s tnj+n—1}NT avec j €
{0, ...., [%} — 1}. Les taches d’une méme tuile sont exécutées par le méme processeur.

On note 7,4 le temps d’un calcul élémentaire (d’une tache), et Teomm le temps d’une commu-
nication élémentaire. Ainsi, on appelle période de l’ordonnancement (T'), le temps séparant
le début d’exécution de deux tuiles consécutives. La tuile T; est donc exécutée entre le temps
iT et le temps 1 + NTeqie

Dans chaque tuile, la permutation des taches est identique modulo n : formellement, notons
o la permutation dans la tuile Tj.

{0,1,...,n} Z{0,1,...,n}

Alors, pour tout i € {0,1,....., N — 1}, t; est exécuté par le processeur jL%J entre 'instant
7 = jT + 0~ (i — nj)Teare et Uinstant 7; + Tege.

Une période T et une permutation ¢ constituent une solution valide a notre probleme s’ils
correspondent a un ordonnancement global valide, c’est a dire si pour tout ¢, ¢;4; est exécuté
apres t;.

Pour n, I, Teomm €t Teate fixés, Tiin représente la période valide minimale atteignable.

Le but, est donc de trouver la période T},;,, et la permutation o qui lui est associée.

La Figure BTl illustre les notations utilisées dans ce chapitre.

Une contrainte de dépendance (toutes les dépendances ne sont pas représentées)

L R
000000000000

Fi1c. 4.1: Pavage d’un nid de boucles unidimensionnel. La distance de dépendance vaut | = 8. La
taille des tuiles vaut n = 22. Les pointillés montrant que les dépendances qui ne sont pas toutes
représentées doivent étre reproduites répétitivement vers la droite.
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4.3 Travaux antérieurs.

4.3.1 Solution de Chou et Kung

Dans ce paragraphe, nous présentons la solution de Chou et Kung [29]. Ils proposent ’ordon-
nancement suivant :

Pour tout i € {0,..,N — 1}, j = L%J (onanj <i<nj+n-—1),t; est exécuté par le processeur
Pj entre I'instant 7; = (i —nj) X Teqie + 5 x T et Vinstant 7; 4 7¢q1c. La période de I'ordonnancement
vaut :

T = (n_ [+ 1) X Teale T Teomm

Ainsi, pour tout i, la tuile T; est exécutée entre 'instant i x T et I'instant ¢ X T 4+ n X Tegie.
La solution de Chou et Kung au probleme n = 7 et [ = 3 est présentée Figure Dans cette
figure, 'ordonnancement présenté est donné pour 7.4 = 1 €t Teomm = 0.

PO P1 P2

[-=--
.//>§>§><><:’!S><><><><>S>S>!S>§>§>§>§>§>§: N
o 1 2 3 4 5 6|5 6 7 8 9 10 I1{{10 11 12 13 14 15 16

Fia. 4.2: Ordonnancement de Chou et Kung pour le cas n = 7,1 = 3 et T = 5. Dans ce cas,
T = 5Tcale + Teomm -

Comme on peut le voir, la solution obtenue n’est pas optimale, 'exécution des taches étant
(dans le cas unidimensionnel) quasiment séquentielle.

4.3.2 Solution de Dion et al..

Dion et al. [38] ont cherché un ordonnancement réduisant la période T', et donc, introduisant du
parallélisme dans ’exécution. Dans ce paragraphe, nous présentons leurs résultats. Utilisons pour
cela la notations a (-) b pour représenter le pged de a et de b.

Lemme 3 La permutation optimale permettant d’atteindre la période minimale T,y est indépendante
- 1,0 (. .
des valeurs de Teqie €t Teomm- De plus, st T ). est la période minimale pour Teae = 1 €t Teomm = 0,
1,0
alors Tealer™eomm — T o X Teale + Teomm -

l

; 5 $ n1 s STt nah ! — ’_
Lemme 4 SinAl# 1 alors le probleme est équivalent au probleme réduit oun' = 5 etl' = —=.

n
nA

Ainsi, a partir de maintenant, nous prendrons (sans perte de généralités) n et | tels que nA\l =1,
Teale €90l a1, et Teomm €gal a 0.

La permutation proposée par Dion et al. conduit & une période plus petite que celle obtenue a
partir de la permutation de Chou et Kung. En fait, leur solution est optimale pour le cas particulier
ol | = 2. Par exemple pour n = 9 et [ = 2, leur solution conduit a T' = 7 = T,,;, alors que la
solution de Chou et Kung conduit a T' = 8. Leurs solutions respectives sont présentées Figure

En dimension 1, n petit est un cas d’école. Dans la pratique n est de ’ordre de 1000 ou plus.
Or plus n est grand, plus le rapport entre la période obtenue par Dion et al. et la période obtenue
par Chou et al. est grande, donc plus le rapport entre les temps d’exécution de ces deux solutions
est grand.

Le théoreme suivant résume le résultat de Dion et al. pour le cas | = 2,
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S ARAX T AR |
¢ 6 6 0 006 0o 0
0 3 1 4 2 5

1 6 8 710 8 1

T=Tmin=7 Ordonnancement de Dion et al.

I Vo W W W W |
¢ ¢ 0 0 00 o 0
0 1 2 3 4 5

6 1 8 g8 9 10 1

T=§ Ordonnancement de Chou & Kung

Fia. 4.3: Comparaison de l’ordonnancement de Dion et al. avec 'ordonnancement de Chou et Kung
pourn =9 etl = 2.

Théoreme 6 Pourn =2k+1, k>0 etl =2, l'ordonnancement optimal a une période

3n—1

4

Ils donnent aussi un algorithme pour ordonnancer les taches dans ce cas particulier :
Soit j € {0,---n —1}.

Algorithme 3. Permutation constante optimale dans le cas | = 2.

Procédure CalculPermutationConstante(n)
for x=0,n-1

if (z mod 2) =1 then o[[32-1] — 252 = ¢
else if z < 2([22-1] + 1) — n then o[%] =z
else o[&H2=1] = 3

Retourne(o)

Finalement, ils proposent une borne asymptotiquement optimale pour le cas général :

Théoreme 7 Pourl >3 et n ANl =1, la période T est contrainte par

n

2L%J—1§T§2LZJ+2

Pour [ > 3, Dion et al. donnent un algorithme qu’ils nomment algorithme cyclique qui fournit une
permutation correcte et asymptotiquement optimale (7' = 2[ 7| + 2). Mais cette solution n’est pas
optimale, et comme on pourra le voir dans le Paragraphe BT, le cas ou l'espace d’itérations est de
dimension supérieure & 1, met en jeu des tailles de tuiles pouvant étre petites (n; ~ 10 pour un
espace d’itérations de dimension 3). C’est la limitation la plus notable de la solution donnée par
Dion et al.. L’autre limitation est I'utilisation de manieére similaire au travail de Chou et Kung, de
la contrainte (restrictive) de permutation constante. Nous verrons dans les paragraphes qui suivent
que la solution peut étre fortement améliorée si I'on enléve cette contrainte.
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4.3.3 Comparaison des solutions

Les Figure B4 et fournissent une comparaison visuelle des différentes solutions proposées
pour le cas N = 700, n = 22 et | = 8 : a chaque fois, on trace un graphe “espace/temps”, c’est a dire
que l'exécution de la tache t; durant 'intervalle de temps [j, 7 + 1] est matérialisée par un cercle de
coordonnées (i, 7). Notons que dans les figures ELA(b) et ELH les taches connexes sont grisées avec
la méme intensité.

La Figure EE4(a) (respectivement Figure B4 b)) représente la solution de Chou et Kung (res-
pectivement Dion et al.). La Figure montre les solutions fournies par nos deux algorithmes (cf
paragraphe et ER.3).

Ces figures montrent que la complexité des permutations augmente de la maniere suivante :

Algorithme de Chou et Kung < Algorithme cyclique (Dion et al.) < Algorithme B < Algorithme B

Temps Temps
1
.
'k i Temps total=204
100E 50
£ T
90F  Temps total = 483 ]
0 3 A e Troisieme tuile
’ ] Seconde tuile
70F 1 Premidre tuil : ’
; T 305 e tuile . . .
60F ] . vt
E ¢ * o
S0E T ] .
E 1 » * # . . .
40; T, 207’ ¢ 9 4P 8 v ¢ ® [ ]
E 2 1 . . . &
30E ] e ¢ o
; T E ¢ * L] ¢ .C
0 ! 03e * - F
E 1 T
o L
:um\muu\mu Lo bbb bbbl b il b Do | Taches 7.‘ “““ [T T [T [T [T [T [T e
7 15 23 3139 47 55 63 71 79 87 95 103 111 119 127135 — - -~ 7 5 23 31 39 4 55 63 Taches
(a) (b)

F1G. 4.4: Graphe Espace/Temps montrant la solution de Chou et Kung (a) et de Dion et al.(b) pour
N =700, n=22ctl=S8

4.4 Résultats préliminaires

4.4.1 Complexité du probleme

Avant toute chose, examinons la combinatoire du probléme, afin de motiver une recherche plus
sophistiquée qu’une simple approche exhaustive.

Soit une tuile de taille n et une distance de dépendance de longueur I. Dénombrons le nombre
de permutations possibles a l'intérieur de la tuile. Pour n = 22 et [ = 8, la Figure représente le
graphe de dépendance pour une tuile.

Ce graphe a [ composantes connexes. k = (n mod [) composantes comportent (p + 1) taches
chacune (ot p = [7]),le plus tot possible et les (I — k) autres composantes comportent p taches
chacune. Le nombre total de permutations valides de ce graphe est le nombre d’extensions linéaires
du préordre associé, c’est a dire
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Temps
50 Temps total=173
40
i Troisieme tuile
307E Seconde tuile . e
] .
Premiére tuile . &
o *
E LN & “ -
1 N ; e
20; : . . ..
. . . N
1e . ]
1 s . . . ¢ -
10 - - » )
i e ) 3 e
] o : .
] .
ie *
AR R R AR A AR AR N AR AR A AR EAARRARS ARRAR
7 15 23 31 K 55 63 Taches

(a)
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Temps
50 Temps total=107
40
- ] ) Troisieme tuile
1 Premitre tuile Seconde tuile ) -
] ) @ ."
b : X ‘. .
20 * . ° ‘ . *
] ] ° . g ) J
1 . ¢ ) : '
1 e * . o ’ N ® * N
1 . : : ® .
10 4 . # L) ¢ L)
1 [ e L]
1w . . .
le . . . .
.‘“““\‘.“““\“““\“““‘\“““‘\“““\“““‘\“““‘\““
7 5 23 31 ¥ 4 55 63 Taches

(b)

F1a. 4.5: Graphe Espace/Temps montrant la solution fournie par I’Algorithme [ (a) et par I’Algo-
rithme [A (b) pour N = 700,n =22 et | = 8.

7 15
o—@

C.

i

: composante i

F1G. 4.6: Graphe de dépendance des taches de la premiére tuile.
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n! n!

((p+DHEEHIE - (p+ )R (p!)!

Pour, n = 22, [ = 8, le nombre de permutations possibles est de 6.02 x 10'°. Méme si n est petit
(comme nous cherchons une permutation durant ’exécution) la nature combinatoire du probleme
interdit toute approche exhaustive.

Afin de trouver une solution acceptable, nous introduisons un formalisme qui nous permet
de fournir la période optimale T,,;, pour toute valeur de [ < n en fonction de n, k et [, ou
n=Ip+ket 0 <k <. Cette solution est générée par un algorithme linéaire. C’est la présentation
de ce formalisme qui va faire 'objet du paragraphe suivant.

4.4.2 Classes d’équivalence

Rappelons que n et l sont supposés premiers entre eux, que | est supposé inférieur a n et que
n=Ip+k.
Commencons par quelques définitions

1. L’ensemble des taches de la premiére tuile T est noté par 2 = {tg,t1,....,t,—1}. De plus, on
dit que t; = t; si ¢ = j[l]. Ainsi, pour simplifier les notations, la tache ¢; est désormais notée
par l'entier i.

2. L’opérateur = est une relation d’équivalence qui définit [ classes d’équivalence dans {0, 1, ...,n—
1}, Xo, X1, ..., X;—1. On note alors I'ensemble des classes d’équivalence par ¥ = {X¢, X1,..., X;_1}.

3. On dit que X — Y si et seulement si,
Az,y) € (X,Y) -z =y+n[]

4. Les indices des classes d’équivalence sont choisis de telle maniere que,
- Xo={ieQ-i=0[]}
- Xo—=Xi—Xo— = X — Xo

Avec les définitions précédentes, on vérifie que :
VX, €W, p<|Xi|<p+1
De plus, il y a k classes de taille p+ 1 et | — k de taille p.

Définition 1 Pour tout i dans {0,1,--- 1 — 1}, on définit \; = |X;| — p. En d’autres termes, si
|Xi| =p+1 alors \; =1, sinon |X;| =p et \; =0.

Définition 2 Pour tout i > 1, \i = A\; mod 1)

Ainsi, le mot formé des A; peut étre étendu a une chaine infinie périodique de période [, nommée \ a
partir de maintenant. La permutation des taches, et donc la période d’ordonnancement, dépendent
des valeurs relatives des A;, c’est a dire des propriétés de la chaine .
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4.4.3 Mots sur ’alphabet {0, 1}—mot bien équilibré.

Nous allons, par la suite, effectuer des manipulations sur les motd. Voici quelques définitions
classiques dans le domaine :

Soit > = {0,1} lalphabet du mot AgAjAg---X\_1---. Sur cet alphabet, on note par wv
la concaténation des deux mots u et v (si u = wguius...... U, et v = vgu1.....v,, alors uv =

Définition 3 (sous-mot) on dit que v est un sous-mot de u, s’il existe deux mots « et 3, tels que
u=avi

Définition 4 (longueur) La longueur d’un mot u = ujusus....u, est le nombre de caractéres qui
le composent c’est a dire lentier n = |ul.

Définition 5 (poids) Soit « € Y. Si u = wjug.... u, € Y. est un mot de longueur n, alors
lulo = {7 € {1,...,n},u; = a}|.

Définition 6 (bien-équilibré) Soit u € >.". u est dit bien équilibré, si pour toute paire de sous-
mots de u, (v,v") on a,
vl = V| = [lvh = [v[1] £ 1

4.4.4 Propriétés de la chaine A = AgAj g XNj_1---

Comme noté lors de la Définition [0, la taille d’une classe d’équivalence X; est donnée par p+ \;,
ot p = [7]. Comme nous le verrons plus loin, la période optimale dépend des valeurs relatives des
Ai. Le but de ce paragraphe est donc de discuter des propriétés de la chaine Ag, A1, ..., \j_1..... en
fonction de la taille des tuiles (n) et de la distance de dépendance (I). Les résultats sont résumés
par le théoreme suivant :

Théoreme 8 Sil >3, nAl=1n=pl+k et A =minjen[max;i<jjti1<iti—1(Aj + Aj+1)], alors

e Sil=4etk=23, alors A = maX2§j7j+1§4()\j + )‘j—I—l) =1

e Sinon,
0 sitk=1
A= max i+ =1 sil<k<TL
1§j,j+1§l—1( J J+1) o ik [i] [21
2

Notons que A est défini sous forme de min-max. Le Théoréeme B fournit la valeur de A pour
toute taille de tuile et pour toute distance de dépendance. Le rapport entre la valeur de A et la
période optimale (T},;y) est présenté dans le Théoreme

Tllustrons tout d’abord les résultats du Théoreme B a ’aide de quelques exemples dans lesquels
le sous-mot F; = A\jy1 ... Aj+;—1 qui minimise max, . sous mot de Fi()\j + Aj+1), est matérialisé
en caracteres gras.

Exemple 1
Sin=7,1=3(k=1) alors A = 100100100..., et A = 0.

3string en anglais
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Exemple 2
Sin=17,1=4(k=3)alors A\ =11101110..., et A=1

Exemple 3
Sin=17,1=5(k=2<[3]) alors A = 1010010100..., et A =1

Exemple 4
Sin=9,1=5(k=4>[5]) alors A = 1111011110..., et A = 2

Afin de prouver le Théoréme Bl quelques résultats préliminaires sont nécessaires.

Le Lemme Bl fournit une définition de X; équivalente a celle proposée dans le Paragraphe
Le Lemme [l établit les conditions que la taille de tuile et la distance de dépendances doivent
vérifier, pour que la chaine A contienne le sous-mot 11. Le Lemme [ établit la propriété de bon
équilibre de la chaine A, propriété utilisée a la fois pour la preuve du Théoreme Bl et pour la preuve
du Théoreme A

Lemme 5 Si X/ ={z € Q| JaeN- (z =al[n]) A (in <al < (i+ 1)n)}, alors Vi, X| = X,.
Preuve. Remarquons dans un premier temps que z € Q = {0,1,--- ,n — 1}. Ainsi, (Vi,in <
x +in < (i + 1)n,) et donc,

Vi, X! ={r € Q| JaeN-z+in=al}

Nous avons les résultats suivants :

1. Soit in = (a — 1) I 4 r la division euclidienne de in par I. On al—r € X].
Ainsi, pour tout 7, X| # 0.

2. Soit x; € X] et z; +in = oy 1. Alors,

X = {z€QJae€Z z+in=(a; + ) l}
= {z€Q|3aecZ x=x+al}
= {zeQfz=uzl}

En conséquence, pour tout ¢, X| € V.

3. Clairement, X/, = Xj.

4. Soit z; € X] and X ;.
Comme il existe «; et a;t1, tels que x; +in = oyl et ;1 + (1 + 1)n = a;41l,
On a, z; = ;41 + nll].

9 N . / !/
D’ou, pour tout i, X; — X, 4.
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Lemme 6

di € {1,....,[—1} ’ Aidip1 =11 = 2k>1+1

= k>[%1

Preuve. La preuve de (2k > [+ 1 < k > [1]) est décomposée en deux cas : [ est soit pair,

soit impair. La preuve est immédiate, on a les résultats suivants :

1. Si2k=10+1, alors

[ Xil + [ Xipa] = [Xi+ Xiga|
Ha e N |in < al <in+ 2n}
= HaeN|in<al <in+ (2p+ 1)+ 1}

Ainsi, comme [ An =1, | X;| + | X;p1| =2p+2 < i = 0[]
2. Si2k <l+1, alors

|1 X5] + | X1 {aeN|in<al <in+ (2p+ 1)}

<
< 2p+1
3. Si 2k > 141, considérons i € {1,...,l — 1} tel que n — 1 € X;. Alors i — 1 # 0, en effet,

I+1<2k <2l = 2pl+ 2k#1][l]
= 0%(n—1)+nJ]

De plus, A\j_1A\; = 11.

Lemme 7 La chaine A = Mg Aa..... est bien équilibrée.

Preuve. Considérons N = A\Aji11....\i1o_1 une sous-chaine de A\ de longueur a. Il suffit de
montrer que [N|; € {3,841} ot an = (ap+ B)l +r tel que 0 <r <. On a,

|Xz| + |Xz'+1| “+..... + ‘Xi+a71| = |{k e N,in <kl < (Z + oz)n}|
[ Xil + | Xiva| + oo + [Xipa1| € {ap+B,ap+5+1}

Nous pouvons maintenant présenter la preuve du Théoreme Bl
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Preuve du Théoréme B. Notons d’abord que A9 = 1. On a,
| Xo| =X} ={aeN,0<al <n}|=p+1.

D’ou,
X1 = HaeN,(I—-1n<a <In}|
= HaeN/(I-1)n<al<lIn}| -1
< (p+1) -1
Et, Ai.1 = 0.

Considérons maintenant les différents cas suivants :

Cask=1:
— Comme k = ‘)\0)\1....)\1_1|1 =1let \g =1 alors, A < max1§p7p+1§l_1()\p + )‘p+1) =0
— En conséquence, A = 0.

Cas 1<k <[i]:
- \V/i, |)\i)‘i+1~~~)‘i+l—1| =k >2 szlOI‘S7 Vi,ﬂp S {i, ,l +1— 2} | )\p =1 D’Ol\l, A > 1.
— D’apres le Lemme @ on a
A< i A+ A1 <1
= ppitk P TS

— En conséquence, A = 1.
Casl>k>T[4]:
— On a 2n =2pl + 2k > (2p+ 1)l + 1. donc,

X4+ X1 = [{aeN,0<al < 2n}|
= 2p+2

AiIlSi, )\0)\1 =11

— Supposons qu’il existe i € {2,3,....,1 — 1} tel que A\j\;i11 = 11.
Comme i # [ — 1 on aurait alors A = 2

— Supposons qu’un tel i n’existe pas, alors A\;_1AgA1A2 = 0111 (A2 = 0 violerait la condition
k> [47). Ainsi, [ > 4.
Supposons | > 4. D’apreés le Lemme [ on sait que AgAi.....A\;_1 ne contient pas le sous-mot
00. Ainsi, [ est nécessairement pair (I > 6)

-4

oA Ao = 111(01) = 0
-6
= 111010(10) =

Mais ceci contredit le Lemme [, du fait de la présence des sous-mots 111 et 010.
Finalement, 1 = 4 et k = 3 donne A\gA1 A A3 g 5 A7 = 11101110 et,
A = maxo<ppri<adp + Apy1 = 1
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4.5 Algorithmes

4.5.1 Borne inférieure sur la période d’ordonnancement

Dans ce paragraphe, nous donnons une borne inférieure sur la période d’ordonnancement. Nous
verrons dans le Paragraphe EERT] que cette borne inférieure est atteignable. Le résultat peut étre
résumé par le théoréme suivant dans lequel A correspond & la définition préalablement donnée dans
le Théoreme B :

Théoréme 9 Pour un ordonnancement valide et | > 2, si on note p = L?J, ona T>2p+A.

En d’autres termes, on ne perdrait qu’'un facteur 2 & ne pas redistribuer les données.
Afin de prouver ce théoréme, nous introduisons quelques notations :

1. Considérons un ordonnancement valide tel que T' < 2p + A (démonstration par 1’absurde).

2. Notons Ay, ..., A; les classes d’équivalence. Pour A; € ¥, notons b; (respectivement e;) I'ins-
tant pendant lequel le premier élément de A; (respectivement le dernier élément) est exécuté.

3. Notons A; la classe d’équivalence ayant le plus grand b;. Puis, indexons les autres classes
d’équivalence (A1, Ag, ..., A;_1) telles que A; — Aj_1 — ... — Aj.
4. On pose \; = |A4;| — p.

5. On notera B(A) le fait que I'ensemble de taches A soit exécuté d’un bloc.

Preuve. L’idée de la démonstration est de montrer, par récurrence décroissante, que pour tout
2<i<l—2onaB(A;A4+1,...,4;) (lecas i =1 — 1 est un cas particulier faisant 1'objet du
Lemme [). De cela (Lemme ), on en déduit que pour tout i > 2, A > A\;_1 + A\; + 1, ce qui
contredit la définition de A.

Le moteur de la récurrence est le Lemme [ son initialisation correspond au Lemme

B(A;, A1)

Lemme 8 Sib; o < b1 <b; alors { A> N1+ N+1

Lemme 9 Si pour 3 <i <l on a B(4;,Ait1,...,A;) alors B(A;_1,4;,..., A))

A>XN_1+XN+1

Lemme 10 On a soit B(A;_1, A;), soit B(A;_2, Aj_1, 4;). Dans le second cas, { A> Aot Aq+1

Remarque 4. La présence de la dépendance entre la derniere tache de A; et la premiere tache
de A; pour tout A; — A;, nous fournit les inégalités suivantes :

1<i<l—-1 e1<b;+T (4.1)
er<b+T
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Preuve du Lemme B.  Considérons l'intervalle [b;_1,b;—1 + T'[ de taille T'=2p + A — 1.

— Comme b; > b;_1, d’apres la Remarque B, les p + \; taches de A; doivent étre exécutées dans
cet intervalle.

— Comme b;_3 < bi_1, €;_1 < bj—o+T < bj—1 + T, les p+ X\;_1 taches de A;_; doivent étre

exécutées dans cet intervalle.

Ainsi, p+ N +p+ A1 <2p+A—1,80it A> N+ N1+ 1.

Finalement, comme A < \; + A\;—1 + 1, B(4,_1, A1)

Preuve du Lemme [0l Posons b = min(b;, b;+1). On a b;—1,b;—2 < b et B(A;, A;j11).

— Considérons la classe A;_;. On a, e;_1 <bj_2o+T <b—1+4+2p+ A —1 < max(e;,ejt+1)
Ainsi, comme B(A;, 4;11), e;—1 < b < b;.

— Considérons maintenant I'intervalle [b;_1, e;] de taille inférieure & T' = 2p+A—1. D’apres ce qui
précede, A;_1 et A; doivent étre exécutées dans cet intervalle, soit p+A;_1+p+A; < 2p+A—1.

— Comme 2p+ X1+ X >2p+ A —1,0naB(4;,-1,4;), d’ou le résultat.

Preuve du Lemme [0l On a [bj_1,b;_2 < by]. Sib_o < bj—1 < by le Lemme B fournit le résultat.
Supposons donc que bj_1 < bj_o < b

Considérons l'intervalle [b;_1,b; + T

— Comme [bl_g, bi_o < bl], ainsi [61_1, ej—o < by + T].

— Ensuite, ¢ < Bj_1+T donc b < e —p— A\ <b_1+A—-1—X+petalors b +T <
bi_1+2A—3—X\+3p

Cet intervalle est donc de taille inférieure ou égale a 2A —3 — A\; + 3p

Ainsi, A;, A;_1 et A;_5 doivent étre exécutées dans un intervalle de taille 2A — 3 — \; + 3p,
d’ou B(A;, Aj—1,A;—2) et 2A > 2N+ N1 + Nj—2 + 3.

— Cette derniere inégalité n’étant vérifiée que si A = 2 et A\j_o \;_1A\; = 010.
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4.5.2 Algorithme pour une permutation constante

Dans le cadre du formalisme introduit dans les paragraphes précédents, nous proposons ici un
algorithme fournissant une permutation constante optimale. Rappelons que [ > 3 et n Al = 1.

Algorithme 4. Permutation constante optimale dans le cas | > 2.

Procédure CalculePermutationConstante (n, )
{ Initialise variables p et k }
p=1%l
k=mn mod!l
{ Trouve la tache f a &tre exécutée en premier }
ifl=4etk=3)then f=1—k{car0=(f+n)[]}
else f=0
{ Exécute les p premiéres taches de X }
r=f
dot=0,p—1
olt] =z
r=x+1
{ Exécution des classes dans |'ordre inverse de (—)}
{lci t = p}
= (x+mn) modl
while x # f do
repeat
olt] ==z
r=x+I1
t=t+1
until x > n
x=(zr+n) modl
{ Exécute la derniere tache de X }
oft] = f+pxl
Retourne (o)

Montrons que cet algorithme est correct et optimal : les dépendances internes a chaque classe
sont clairement vérifiées. Supposons donc une période T = 2p + A, et montrons que la permutation
est valide au sens des dépendances externes aux classes.

Avec les notations du Paragraphe EE5T] on a

bp=0
blzp 61:p+|A1|—1

by = p + |A1] ez = p+ A1 +[Az| —1
bi=p+ 01 |Al e =p+ YA -1

b1 =p+ Y1 Al e-1=n—2
ep=¢e=n—1

De plus,
Vjel0,l—2],A;41 — A
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Casn=14et 1 =6
Tuile 0 | Temps 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Taches 0 6 2 8 4 10 12 1 7 3 9 5 11 13
Tuile 1 | Temps 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
Taches 14 20 16 22 18 24 26 15 21 17 23 19 25 27
Tuile 2 | Temps 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
Taches 28 34 30 36 32 38 40 29 35 31 37 33 39 41

TAB. 4.1: Ordonnancement optimal avec une permutation constante dans chaque tuile.

Une condition nécessaire pour que 7' soit une période valide est,
Vj € [0,[—1], T26j+1—bj—|—1
Or,Vje{l,---, -2}

j+1 J—1
ejri—bi+1 = p+ Y [Al—1—(p+ ) [A]+1)
i=1 =1

= [Aj] +[Aj41]
e1—byp+1 = p—i—‘Al’
1—2
ee—b1+1 = n—l—(P+Z|Ai|)+1
i1

= 1+ [A4]

Finalement,
-~ Sil=4et k=3, on a,

([Aol, [A1l, [A2], [As]) = (IXal,[Xol, [X3], | X2])
= ()‘5+p))‘4+p))‘3+pa)\2+p)

Ainsi, T' = 2p + maxXo<g g+1<4 A\g + Ag41 est valide.
= Sinon (|4ol, [A1],- -+, [Ai-a]) = (IXol, [Xi—al, -+ [Xa]) = (M +p, A1 + 0o+, AL +p)
Ainsi, T' = 2p + maxXi<q g4+1<i—1 Aqg + Ag+1 est valide.
[ |

Dans le cas ou n Al # 1, comme nous I'avons vu, la solution optimale peut étre construite
aisément & partir de la solution du probléme associé (n',') = (77727 7 B 77)- Le Tableau ELT fournit
un exemple d’ordonnancement pour n = 14 et [ = 6. Comme nAl = 2, la tuile T a deux composantes
{0,2,4,6,8,10,12} et {1,3,5,7,9,11,13}. Chacune d’elle forme une sous-tuile avec n’ = 7 et I’ = 3. La
premieére composante contient les classes d’équivalence X = {0,6,12}, X; = {4,10}, Xo = {2,8}.
Au départ, p taches de X sont exécutées suivies des taches de Xo et X;. Finalement, la derniere
tache de X est exécutée. La seconde composante est exécutée dans le méme ordre.

4.5.3 Algorithme pour une permutation non constante

Si on enléve la contrainte de permutation constante, la solution peut étre fortement améliorée.
Cela permet d’atteindre en théorie une période a peu pres deux fois plus petite.
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Casn=>5etl=3

Tuile 0 | Temps 0 1 3 4
Taches o 3 1 4 2
Décalage | 2

Tuile 1 | Temps 2 3 4 5 6
Téaches 6 9 7 5 8
Décalage | 2

Tuile 2 | Temps 4 5 6 7 8
Taches 12 10 13 11 14
Décalage | 1

TAB. 4.2: Ordonnancement optimal avec permutations non constantes dans chaque tuile.

Cas ou n Al = 1. Reprenons les notations du Paragraphe B4 : Xg — X1 — -+ — X;_1 —

Xp. En fait, I’algorithme optimal est I’algorithme le plus naturel. Le premier processeur exécute
les taches de Xy puis X7, X5 et finalement X; 1. Le second processeur commence a travailler
| X0|Teate + Teomm unités de temps apres le premier, et exécute les taches de X puis Xo, X3+ X;_1
et finalement Xj. Le troisieme processeur commence a travailler | X1|7cqic + Teomm unités de temps
apres le second, et exécute les taches X puis X3, X4 - X et finalement X;.

Le temps de décalage O; est le nombre d’unités de temps entre le début de I'exécution de la
tuile ¢ et le début de I'exécution de la tuile 7 + 1. Contrairement a la période, le temps de décalage
n’est pas le méme pour toutes les tuiles. Il correspond (en unité de temps de calcul) a la taille de
Pensemble C; = {m € N,in < ml < (i + 1)n}. Ainsi,

0 [n(i + 1)l— Eal

—‘ Teale T Teomm-

Le Tableau illustre le fonctionnement de I'algorithme dans le cas n =5 et [ = 3.

Cas général—Algorithmes et exemple. Dans le cas général ou n Al = d, la méthode est
identique a celle utilisée dans le cas de permutation constante. Voici I'algorithme fournissant la
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permutation pour une tuile ¢ donnée :
Algorithme 5. Permutation non constante optimale dans le cas ou | > 2

Procédure CalculePermutationNonConstante (n,1,1)
{ Initialise variables d, ng et I }

d=nANl
ng =4
lg=1%
{ Initialise m et f}
m = 34
f=(mlg) mod ng
do ’id = 0, d—1
{ Exécute la premiere tache }
t=20

O'[t] = f X d + id
{ Exécution des classes dans |'ordre inverse de (—)}

x=(f+13) mod ny

while x # f do
t=t+1
oft] =x x d+iq
x = (x+13) mod ny

Retourne o

Ensuite, 'algorithme fournissant le décalage O; pour une tuile fixée ¢ est le suivant :

Algorithme 6. Décalage valide minimal pour chaque tuile, associé a I’Algorithme [A

Procédure CalculeDécalage (n,1,1)
{ Initialise d, ng et Iy }

d=nANlI
ng =74
la=1%

{ Initialise m et f}
m = [3]

{ Calcule le décalage }
o=+

la
retourne O;

Le Tableau illustre 'algorithme dans le cas n =15et [ = 9.

4.6 Evaluation de performances

Comme souligné dans le Paragraphe L33, la permutation générée par I’Algorithme [l est plus
complexe (mais théoriquement meilleure) que celle générée par 1’Algorithme @l elle méme plus com-
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Casn=15et (=9

Tuile 0 | Temps o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Taches 0o 5 10 2 7 12 4 9 14 1 6 11 3 8 13
Décalage | 2

Tuile 1 | Temps 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Taches 18 23 28 15 20 25 17 22 27 19 24 29 16 21 26
Décalage | 2
Tuile 2 | Temps 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Taches 31 36 41 33 38 43 30 35 40 32 37 42 34 39 44
Décalage | 1

TaAB. 4.3: Ordonnancement optimal avec une permutation non constante dans chaque tuile.

[ | Temps (micro-seconde)
Dion | Algod | Algo
11937 | 17153 | 19451
13108 | 18352 | 19546
13923 | 18422 | 19711
14966 | 18783 | 19627

O | o W

TAB. 4.4: Temps de génération des différentes permutations. (N = 256, n = 64, P = 4).

plexe que celle générée par I’Algorithme cyclique (Dion et al.). Selon I’architecture cible, 'impact
de la complexité de 'algorithme de génération sera plus ou moins important. Il semble fort probable
que sur une architecture de type VLSI, cet impact soit trés important, et que I'algorithme de Dion et
al. soit préférable a 1’Algorithme [l 11 est méme probable qu’en dimension 2 ou supérieure le concep-
teur d’un circuit choisisse, pour des raisons d’utilisation de ’espace, d’implémenter ’algorithme de
Chou et Kung. En contrepartie sur une architecture plus classique, 'impact de la complexité de
Palgorithme est moins important, et 1’Algorithme [ fournit trés probablement des performances
supérieures aux deux précédents. C’est ce que 'on peut vérifier a ’aide des expériences présentées
dans le Paragraphe suivant.

4.6.1 Expériences sur un Cray T3E

Les mesures effectuées dans ce paragraphe ont été effectuées sur un Cray T3E, systeme a
mémoire distribuée (se référer a http ://oscinfo.osc.edu/hardware pour plus de détails).

Complexité des différentes permutations. Dans un premier temps, afin d’illustrer la hiérarchie
de complexité des différents algorithmes, nous avons mesuré le temps de génération des différentes
permutations, sans effectuer aucun calcul. Les résultats sont présentés dans le Tableau E4l
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Performance globale. La comparaison a été effectuée sur I’exemple suivant :

Programme 14.

do i=0,N-1
Tache(i)

ou Téache() induit une dépendance uniforme de longueur [. Ici Téache() représente une boucle.
Les modifications présentées ci-dessous ont été incorporées a l'intérieur du compilateur SUIF [53]
en tant que phase d’optimisation. Nous avons ensuite effectué nos expériences en faisant varier
la taille de tuile (n) et la distance de dépendance (I). Nous avons utilisé 16 processeurs, alloués
cycliquement sur les tuiles.
Dans le cas de permutations constantes, la permutation est générée a ’entrée de la boucle comme
montré ci-dessous :

Programme 15. Code utilisé pour tester les algorithmes de permutation constante

GénérePermutation(n, 1)
dolI=0,N—-1:n
doi=Imin(N,I+n)—1
{ Si nécessaire réceptionne les données du processeur de gauche }
Tache(I +o(i — 1))
{ Si nécessaire envoie les données au processeur de droite }

Dans le cas de permutations non constantes, la permutation est générée avant chaque tuile,
comme montré ci-dessous : ce qui notons le, n’est probablement pas la maniére optimale d’implémenter
cette méthode.

Programme 16. Code utilisé pour tester I’Algorithme [

dolI=0,N—-1:n
GénerePermutation(n, 1, I)
doi=1Imin(N,I+n)—1
{ Si nécessaire réceptionne les données du processeur de gauche }
Tache(o (7))
{ Si nécessaire envoie les données au processeur de droite }

La Figure B compare les temps d’exécution des différentes stratégies pour de petites tailles de
tuile, alors que la Figure compare les différentes stratégies sur de plus grandes tailles de tuile.
Les résultats confirment l'intuition : sauf dans les cas particuliers ou la permutation générée par
les trois algorithmes est identique, c’est a dire les cas [ € 2,4, 8,16 dans notre exemple, on a

Temps(Algorithme B ) < Temps(Algorithme H) < Temps(Algorithme cyclique).
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4.6.2 Taille de tuile optimale

Comme discuté dans le Chapitre [ les différents parametres qui influencent le choix de la taille
des tuiles, sont la taille de cache, le rapport temps de calcul/temps de communication élémentaire,
et la taille du domaine d’itérations. Dans ce paragraphe, nous étudions sommairement le cas ou
I’espace d’itérations est de dimension 1.

Dans ce cadre, la taille de cache est rarement limitative, et nous pouvons considérer le temps de
calcul 7.4 comme une constante indépendante de la taille des tuiles n. Avec les mémes notations
que celles utilisées dans les paragraphes précédents, et en utilisant 1’Algorithme Bl on obtient la
période d’ordonnancement suivante :

n
T ~ —Teale + Teomm

l

Le temps total d’exécution de la boucle est donné par 1’expression,

Ttot ~ gT+nTcalc

N, N,
_ lcalc T N T+ comm

C
= A+ Bn+—
n

Ainsi, la taille de tuile qui minimise cette expression vaut,

P C _ NTeomm
L= = =y
- B Tealce

Posons #2222 — ¢, Alors (indépendamment de la valeur de 1) ,

Nopt = VN

Finalement, pour que les communications soient recouvertes par les calculs, il faut que

TTcalc > Teomm

Ce qui donne,
n >lc

La Figure confronte cette solution analytique avec des résultats expérimentaux effectués sur 16
processeurs d’une SGI Power Challenge. Sur ce systéme, nous avons mesuré pour notre application
une valeur de ¢ = 2048. Ainsi, pour de petites tailles de tuiles (n < lc), la courbe expérimentale est
plus haute que la courbe théorique.

4.7 Généralisation aux dimensions supérieures.

Nous pourrions traiter le probleme de dimension d, comme nous ’avons fait pour le probleme
de dimension 1, et chercher pour toute instance du probléme, la permutation constante ou non
constante optimale.
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Fi1g. 4.9: Temps d’exécution de la boucle en fonction de la taille des tuiles sur une SGI Power
Challenge pour (a) P = 16, 1 = 7 et N = 2097152 et (b) P = 16, | = 7 et N = 524288.

Notre approche est tout autre. En fait nous souhaitons dans ce paragraphe montrer comment
les résultats de dimension 1 peuvent étre appliqués aux cas de dimensions supérieures. Considérons
par exemple le nid de boucles suivant :

Programme 17. FEzemple de code correspondant aux cas de dimension supérieure a 1

dok=0,L—-1
doi=0,N—-1
doj=0,M-1
Boucles internes

Al ivgy )= fAL. i —blk] g, L AL iy G — K], ..])

Remarquons que dans cet exemple, il y a deux dépendances paralleles aux axes. Dans le cas d’une
dépendance quelconque, on se ramenerait au cas précédent en projetant le vecteur de dépendance
suivant chacune des deux directions principales. Ainsi, la dépendance (4,5) serait décomposée en
deux dépendances (4,0) et (0,5). Il faut bien voir que cette simplification est trés restrictive.

Un fois pavé avec des tuiles de taille n x m, on obtient :



4.7. CAS DE DIMENSION 2 79

Programme 18. Programme [I7 pavé

dok=0,L
dolI=0,N—-1:n
doJ=0,M—-1:m
doi=1Imin(N,I+n)—1
do j = J min(M,J+m)—1
Tache(i, j)

Notons o; (respectivement o) la permutation du probleme unidimensionnel (n,b[k]) (respecti-
vement (m, c[k])). L’idée est d’effectuer, dans chacune des deux directions et a l'intérieur de chaque
tuile, ces deux permutations. On obtient alors le code suivant :

Programme 19. Programme I8 aprés permutation des taches a lintérieur de chaque tuile

dok=0,L
dolI=0,N—-1:n
doJ=0,M—-1:m
doi = I,min(N,I4+n)—1

{ Calcule 0; et 0; }

do j/ = Jmin(M,J +m) —1
{ Si nécessaire réceptionne les données du processeur de dessus et/ou de gauche}
Tache(oy(i'), 0;(5"))
{ Si nécessaire envoie les données au processeur de dessous et/ou de droite}

Mais cette solution favorise clairement la direction j, donc est favorable au cas ou % > % Si
par contre, % < % il suffirait bien sur de permuter ¢’ et 5’ afin de favoriser la direction i. En fait,
ces ordonnancements ne sont optimaux que si les dépendances sont de longueur 1 dans chacune des
deux directions (pour un k donné, blk] =1 et c[k] = 1).

L’idée consiste en fait & partitionner chaque tuile en sous-tuiles, a effectuer un ordonnancement
a l'intérieur de chaque sous-tuile (favorable a la direction la plus grande), puis a trouver un ordon-
nancement des sous-tuiles qui minimise le chemin critique du graphe des taches (i.e. Tj% + TZ%
ou T; et T; représentent les périodes d’ordonnancement dans chacune des directions i et j).

Pour fixer les idées, considérons deux exemples. Dans ces exemples, on notera b et ¢ les distances
de dépendance dans chacune des directions i et j (dépendances (b,0) et (0,c)). On supposera aussi
que la permutation dans chacune des directions est fournie par I’Algorithme Bl

4.71 Exemplel:b=c=1

Considérons la période obtenue par un ordonnancement lexicographique des taches a l'intérieur
de la tuile. Cela se note oye,.i;(j" + mi") = (7', 5') si la boucle i’ englobe la boucle j' (comme dans
le programme ci-dessus), et 0y¢; i (' +nj’) = (i, j) si la boucle j" englobe la boucle i'.

Dans le premier cas, la tuile du dessous doit attendre que la premiere colonne soit exécutée avant
de démarrer, ce qui donne T; = m. La tuile de droite, elle, doit attendre que les (n — 1) premieres
colonnes puis que la tache en haut & droite soient exécutées avant de pouvoir démarrer. Ce qui
donne T; = m(n — 1) + 1. En résumé, dans le cas 0y,.4; on obtient (7;,7;) = (m(n — 1) +1,m).
Symétriquement, dans le cas oye, j; on obtient (T;,7;) = (n,n(m — 1) +1).
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D’autres solutions intermédiaires comme celle présentée Figure EET0lsont possibles. Mais, comme
en témoigne le Théoreme [T, les seules solutions minimisant la fonction de cotit T j% + TZ% sont
lexicographiques.

1 2 3 4 5 1 3 5 7 9
6 7 8 9 10 2 4 6 8 10
11 12 13 14 15 11 13 15 17 19
16 17 18 19 20 12 14 16 18 20

(a) (b)

Fic. 4.10: Si % =90 et % = 120. Dans le cas (a) on a T; =5 et T; = 16. La longueur du chemin
critique vaut donc 5 x 120416 x 90 = 2040. Dans le cas (b) on a, T; =9 et T; = 12, et la longueur
du chemin critique vaut 9 x 120 4+ 12 x 90 = 2160. Ainsi, [’ordre lexicographique est meilleur que
Uordre “pavé”.

Théoreme 10 Sib=c=0 alors si M > N, 0j¢,.i; est optimal et si M < N, 0j¢,j; est optimal.

Preuve. Supposons, sans perte de généralité, que M < N. Notons Tilex'j et le»ex'j " les périodes

dans chacune des directions i et j de I'ordonnancement ., j;. Notons T; et T} les périodes d’un
ordonnancement valide. On a Tj% + TZ% = (T; + Tj)% + TZ(% - %) La preuve est fondée sur les
deux inégalités suivantes :

Ti+T; > nm+1=T7 1 Tje“’i (4.3)
T, > n=T7 (4.4)

La preuve de I'Inégalité (EE3) est donnée par la Figure ELTIl La preuve de I'Inégalité (E) est
immédiate.

tq

Fic. 4.11: Afin de pouvoir exécuter la tache ty, la tiche ts et donc la tdche to doivent étre exécutées.
Ainsi, le temps entre le début de 'exécution de la tache ty et le début de 'exécution de la tache ty,
est supérieur au temps nécessaire a l’exécution de la premiere tuile suivi de t3. Soit T;+T; > nm—+1.
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4.7.2 Exemple 2 : n = b et m = ~vc

L’idée, dans ce cas, est de paver chaque tuile en sous-tuiles. Une sous-tuile correspond a une
partie connexe du graphe des taches. Ainsi, on a b x ¢ sous-tuiles de taille 8 x . Les sous-tuiles ayant
toutes la méme taille, 'ordre dans lequel on les exécute importe peu. Ensuite, selon que % > %
ou pas, les taches a l'intérieur de chaque sous-tuile seront ordonnées lexicographiquement dans le

sens (ji) ou dans le sens (7). Ainsi le code correspondant au cas ou M > N s’écrirait :

Programme 20.

dok=0,L
dolI=0,N—-1:n
doJ=0,M—1:m
dol’=I,min(N,I+n)—1:p3
do J = Jmin(M,J +m)—1:~
dod =1 min(N,I"+3) -1
do j/ = J' min(M,J +~)—1
{ Si nécessaire réceptionne les données du dessus et/ou de la gauche }
Tache(o4(i'), 0;(5"))
{ Si nécessaire envoie les données au dessus et/ou a droite}

Cas “général”. Dans le cas plus général ou les sous-graphes connexes n’ont pas la méme taille,
une analyse rapide montre que 'ordre dans lequel les sous-tuiles correspondantes sont exécutées,
est important. La résolution de ce probléme d’ordonnancement semble étre compliquée. De plus, le
probléme est combinatoire, comme en témoigne le nombre d’extensions linéaires de 'ordre défini
par le rectangleﬂ b x c égal a

(be)! (TZtt) (et

b4c—1,
Il

Le probleme reste donc largement ouvert.

4.8 Conclusion

La technique de pavage est habituellement utilisée pour augmenter la granularité de calculs et
la localité des acces aux données. Pour les applications a gros grains, le pavage du nid de boucles,
nécessaire a la localité des données, risque de tuer une partie du parallélisme par l'introduction
d’une latence trop importante entre le calcul de deux tuiles successives. Or, le plus souvent, les
tuiles contiennent du parallélisme interne qui s’exprime de maniere plus ou moins triviale. Il s’utilise
en pratique par une exécution des tuiles sous forme de pipeline.

Le but de ce chapitre a été de mettre en évidence ce parallélisme dans le cas de dépendances
uniformes de longueur / > 1, en permutant l'ordre d’exécution des taches au sein de chaque tuile.
Nous avons proposé une solution optimale dans le cas de permutations constantes mais aussi de
permutations non constantes. L’intérét de la recherche de permutations constantes peut étre motivé

4Cette formule découle de la formule des équerres (Hook formula) [E6] pour les tableaux de Young standard.
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par I'implémentation de nids de boucles sur circuit VLSI, systéme sur lequel le code exécuté doit
étre le plus simple possible.

Au travers de quelques exemples, nous avons soulevé quelques problématiques relatives a la
généralisation de notre solution au cas multidimensionnel. En fait, cela permet d’entrevoir une
méthodologie différente des approches classiques en matiere de pavage. Celle-ci consisterait dans un
premier temps, a paver I’espace d’itérations afin d’optimiser le temps d’exécution monoprocesseur
(favoriser la localité des données), puis dans un deuxiéme temps, exprimer le parallélisme interne
a chaque tuile, et ajuster, dans la limite des degrés de liberté disponibles, la latence dans chacune
des directions. Il faudrait alors définir convenablement le domaine d’applicabilité, puis chercher
les parametres optimaux d’un tel pavage (taille de tuiles, ordonnancement interne des calculs et
des communications). Notons que le probléme de pavage présenté dans le Paragraphe 11 (Espace
d’itérations de taille N x M distribué horizontalement en blocs cycliques sur P processeurs), est
un cas particulier de cette approche : une tuile est un bloc de colonnes (rectangle de taille n x M)
dont la largeur influence la localité des acces aux données; chaque tuile est pavée en sous-tuiles
(rectangles de taille n x m) dont la hauteur influence la granularité du calcul.



Chapitre 5

Application des techniques de pavage
a la parallélisation du probleme de
Fermi, Pasta et Ulam

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats de travaux effectués en collaboration avec Thierry
Dauxois, chercheur au laboratoire de physique de 'ENS de Lyon. Le but est de paralléliser un code
de type SOR 1e plus efficacement possible sur une pile de PCs. Ainsi, nous avons mis en pratique
les techniques de pavage présentées dans le Chapitre Bl

Le probleme physique est relié a la théorie des systemes dynamiques. Dans ce domaine, de nom-
breux travaux ont été effectués afin d’essayer de caractériser le chaos dans les systemes dynamiques
de grande dimension. Néanmoins, de nombreux points fondamentaux restent incompris, notamment
le rapport entre 'analyse d’instabilité de Lyapunov et les propriétés de ’espace des phases, telles
que la diffusion d’orbites, la relaxation vers des états d’équilibre, ou encore le développement spatial
d’instabilités.

Nous proposons ici une parallélisation, basée sur I'utilisation de calcul redondant, du calcul des
exposants de Lyapunov d’une chaine d’oscillateurs de Fermi, Pasta et Ulam (FPU). Il faut noter, que
I’un des buts de ce travail est de montrer qu’il est aussi possible d’obtenir d’excellentes performances,
en effectuant du calcul redondant. Cette approche n’est pas classique, et nous souhaitons montrer
ses avantages. Soulignons que le code ainsi généré est trés simple, et ceci est un critere de poids
pour l'utilisateur physicien non spécialiste. Par ailleurs, afin d’évaluer les différents parametres de
notre solution, avec laquelle nous souhaitons implémenter le programme, nous effectuons plusieurs
analyses de performance : nous analysons l'impact des acceés mémoire, ainsi que le surcout du aux
communications. Les performances finales obtenues, trés proches de 'optimal, valident ainsi nos
choix.

Le plan de ce chapitre se décompose de la maniere suivante : dans le Paragraphe nous
introduisons le probleme, présentons le systeme étudié et le programme séquentiel. Dans le Para-
graphe 3], nous présentons notre stratégie de parallélisation que nous confrontons & une approche
plus classique. Ensuite, le Paragraphe B4l est consacré & la recherche des parametres optimaux. Nous
y analysons 'impact des acces mémoire et du temps de communication, puis nous y présentons les
performances obtenues sur une pile de 25 PCs hétérogenes. Finalement, nous formulons quelques

1 . .
Successive Over Relaxation
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remarques en guise de conclusion au Paragraphe

5.2 Formulation du probleme

Dans les années 80, Ruffo et al. [[3] ont établi que les exposants de Lyapunov ne dépendent que
de la densité d’énergie et pas du nombre de sites de la chaine. Ce résultat majeur a été récemment
mis en doute par des simulations de Searles et al. [86] qui semblent mettre en évidence une
dépendance logarithmique, ce qui est extrémement difficile & confirmer ou infirmer numériquement
si 'on n’est pas capable d’obtenir des algorithmes particulierement rapides. Une deuxieme question
majeure est relative au comportement a tres basse énergie de I'exposant de Lyapunov maximal.
Dans cette zone totalement inexplorée ou I’on a essentiellement des couches chaotiques distinctes, on
s’intéresse a la vitesse de convergence vers I’équipartition de 1’énergie du systeme lorsque 'on part
de conditions particulieres. Cette équipartition prédite par la mécanique statistique a 1’équilibre
est extrémement lente a atteindre et nécessite la encore des moyens de calcul importants. C’est un
élément essentiel pour conclure le paradoxe de Fermi-Pasta-Ulam débuté dans les années 50.

5.2.1 Probleme de Fermi, Pasta et Ulam et exposants de Lyapunov

Comme présenté dans la Figure 233 du Chapitre Bl (Page [[), si 'on note x;(t) (respectivement
v;(t)) la position (respectivement la vitesse) du i-éme atome (i € [0, H—1]) de la chaine d’oscillateurs
au temps t, I’équation du mouvement de la chaine S-FPU s’écrit

{ = (5.1)
b o= i+ xi =22+ 0 (i —23)? — (2 — 2i1)?]

ou # = 0.1, pour des raisons historiques. Nous avons choisi de traiter un probleme & bords fixes, mais
le probleme périodique existe. A priori, ’évolution des deux systémes est semblable. Le probleme est,
bien sir, discrétisé dans le temps, utilisant un pas de temps dt = 0.01. L’algorithme d’intégration
utilisé est celui de McLachlan-Atela [74], car nous souhaitons préserver le plus possible la structure
Hamiltoniéne du probleme. En effet, cet algorithme permet d’obtenir une conservation de ’énergie
avec 8 chiffres significatifs.

Ici, nous nous intéressons a 'estimation des Niyqp plus grands exposants de Lyapunov A; (1 <
J < Niyqp) en fonction de la densité d’énergie et du nombre H d’atomes dans la chaine. Les exposants
de Lyapunov jouent un role important dans la théorie des systemes dynamiques Hamiltoniens ou
dissipatifs [83]. Ils permettent d’évaluer quantitativement le degré de stochasticité d’une trajectoire.

La procédure, pour calculer les exposants de Lyapunov, a été développée par Benettin et al. [44].
Le premier exposant A1 est donné par le taux de croissance exponentiel de la différence entre deux
trajectoires infiniment proches. Pour mesurer cette croissance, nous étudions 1’évolution du vecteurd

ol sy T P .
. ], tangent a l'orbite , défini comme suit :
o’ v

St = v}
(51}3 = [1 + 35(%@4.1 - xZ)Q] (5.%'%+1 + [1 + 35(%1'_1 - xZ)Q] (5.%'%71 (5.2)
—[2438 [(wig1 — 3)* + (zim1 — :)?]] 6}

2 i . i , . , . i . i
dz? (respectivement dv7, x, v) représente le vecteur colonne constitué des scalaires dx7 (respectivement dv?, xs, v;).
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(o )
')
. T z + bzt o ‘

trajectoires < v ) et ( v+ 6! ), A1 est défini par :

Si on note [|01(t)]| = la norme euclidienne de la différence & 'instant ¢ des deux

N By Y0

= s (5:3)

Le probleme est que cette norme croit exponentiellement avec le temps ¢. Ainsi, devons nous
souvent (toutes les n,,4p, itérations de temps) renormaliser 61 (). La procédure est alors la suivante :

Programme 21. Schéma de calcul du premier exposant de Lyapunov \q

lambda[l] =0
dot=0,T:dt
. e T , St
evolution de ['orbite L, )€t de la perturbation sol /-
if % = 0 [northo)
St
lambda[l] = lambda[l] + In S0l

5m1

TE)

Puis nous utilisons la propriété remarquable suivante (si n,.¢p, n’est pas trop grand) :

A = lim lambdal[1]

Hm T (5.4)

Lorsqu’il y a plusieurs exposants de Lyapunov (Njy,, > 1), on rencontre le probleme suivant :

0! <j< d
sl ) 1 < j < Niyap), tend vers
0 et devient trop petit pour étre calculé numériquement. Il faut donc, pour stabiliser le programme
ox? >

J
O << Ny

I'on effectue tous les ny.4h, unités de temps a ’aide de 'algorithme de Gram-Schmidt.

lors de I’évolution, I’angle entre les différents vecteurs tangents (

numériquement, orthonormaliser a nouveau la famille de vecteurs ( . C’est ce que

C’est ce programme appliqué & une chaine de taille variant entre H = 200 et H = 10° et évoluant
entre % = 10° et % = 10® itérations de temps (temps nécessaire a la convergence du systéme,
observé expérimentalement), que nous nous sommes proposés de paralléliser.

5.2.2 Le programme séquentiel

Le code que nous allons étudier est constitué de trois phases. Apres l'initialisation,

— la premiére phase (0 < ¢ < ¢1) est une phase de lancement. On fait évoluer l'orbite, et on ne
touche pas aux perturbations.

— Durant la seconde phase (t; < t < tg), on continue & faire évoluer l'orbite, parallelement a
laquelle évoluent les perturbations. On ne calcule pas encore les exposants de Lyapunov, le
systeéme ne s’étant pas encore stabilisé.
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— Durant la derniére phase (t2 < t < t3 = T), tous les calculs sont effectués : évolution de
l'orbite et des perturbations ainsi que mise a jour des exposants de Lyapunov.
Ainsi, le codd s'écrit :

Programme 22. Le code séquentiel

Initialisation
dot=0,T:dt
if t >ty {phase 2 ou 3}
do k = 0,3 {L’algorithme de McLachlan-Atela décompose un pas de temps en 4 itérations}
doall j € {1,..., Niyap}
dovect i € {0,...,H — 1}
51}2{ = (51}5 + ¢ X gk(xi,l,:Ui,:nl-ﬂ,éa:g_l,éa:g, 5m£+1)
dx] = bzl + di x dv!
if 2 =0 [northol

Evolution des
perturbations

. Y A vl
Gram_Schmldt< sol . suN >
if £ > to {phase 3} then met a jour les Ny, exposants de Lyapunov
do k=0,3
dovect i € {0,...,H — 1}
v; = v + g X fr(®io1, i, Tig1) Evolution des orbites

;= + di X v

Dans ce code,

— H, représente le nombre de particules.

— Niyap, représente le nombre d’exposants de Lyapunov.

— ¢ et dy sont les coefficients de 1'algorithme de McLachlan-Atela [74].

— f et g sont les fonctions obtenues & partir des équations de mouvement (BII) et de leurs

dérivées (B2).

Notons, qu’en pratique, T' = t3 > ts, c’est-a-dire que la majorité du temps de calcul est constitué
par la troisieme phase. La mise a jour des exposants de Lyapunov étant tres rapide, les phases 2 et
3 sont donc comparables et nous étudierons a partir de maintenant la phase 2 du programme.

Le graphe des taches. Le graphe des taches est légerement différent de celui (simplifié) présenté
dans le Chapitre Bl En fait, le graphe de dépendances réduit, differe de celui de la Figure B4
principalement par la présence d’une orthonormalisation de Gram-Schmidt effectuée tous les 1 yr¢h0
pas de temps. Cette orthonormalisation est assez fréquente et peut étre considérée comme une
barriere de synchronisation. Ainsi, le pavage de la Figure (Page [[) ne constitue pas une solution
possible a notre probleme de parallélisation.
Par souci de clarté, le graphe de taches est décomposé en deux schémas.
— Le schéma de la Figure Bl représente les dépendances exclusives au calcul de l'orbite. Un
calcul d’orbite y est représenté par un cercle.
— Le schéma de la Figure représente seulement les dépendances relatives au calcul des
perturbations. Le calcul d’une perturbation y est représenté par une croix. Les quatre phases

3]a notation dovect signifie que le calcul est effectué vectoriellement. Une exécution séquentielle de cette boucle
nécessiterait 'utilisation de variables temporaires.
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de l'algorithme de McLachlan-Atela du calcul d’orbite ne sont pas représentées.

— La superposition de ces deux graphes fournit le graphe des taches réduit du programme FPU
schématisé Figure : graphe semblable & celui présenté dans le Chapitre Bl Page [3, qui en
differe par la présence de barrieres de synchronisations.

i

t L tdt t+2dt
--10O O O O O O O O O-—-
O O O O O
O O O O
O O O O O
--lO O O O O O O O O--- -
| T T 9N To---- temps
< < < 4 -~

4 phases de 1’algorithme
de McLachlan-Atela.

Fi1G. 5.1: Graphe de taches du calcul des orbites. Un cercle représente le calcul de x; et de v;. Les
dépendances réduites sont (1,1)t, (1,0)" et (1,—1)".

5.3 Stratégies de parallélisation

5.3.1 Intérét du pavage

Les applications pratiques qui nous intéressent mettent souvent en jeu un nombre de particules
tres important, de I'ordre de H = 10°, H = 10°, ou plus si possible. Ainsi les parallélisations usuelles
visant a simplement distribuer la direction d’espace i sur les processeurs, donnent des performances
catastrophiques. En effet, approche naive présentée Figure B4l fournit, pour de grandes valeurs
de H, une granularité suffisante pour que le surcoit de communication soit négligeable devant le
temps de calcul. En contrepartie la majorité des acces mémoire n’étant pas locaux, le temps de
calcul monoprocesseur sur un super-calculateur risque d’étre 5 a 20 fois plus lent que pour une
version pavée.

En fait, une bonne parallélisation de ce code doit chercher a paver chaque bande de calcul située
entre deux phases d’orthonormalisation afin de favoriser la localité des accés mémoire sans tuer le
parallélisme, puis distribuer les tuiles sur les processeurs. Du fait que nyho S 25 est petit, le par-
titionnement théoriquement optimal consisterait a partitionner chaque bande de taille 4n .40 X H
en parallélogrammes de hauteur h = %, comme indiqué Figure En fait, la solution que nous
proposons ici, beaucoup plus simple a implémenter, conduit a d’excellentes performances (cf BZH).
Elle utilise la notion de réplication de taches. Elle constitue probablement une solution esthétique
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il " t+dt t+ Northodt
o, o —

X X O X X X X O0-—-X O
x X o X O |8 ©
X/ X < X © X O
X o / ©-X O

X X © X\&\X\Y O--—-—-X O

0
2
3

temps

orbite
k=
k=1
k=
k:

Gram-Schmidt

4 phases de I’algorithme
de McLachlan-Atela pour
le calcul des perturbations.

Fi1G. 5.2: Graphe de taches du calcul des perturbations. Un cercle représente x; et v;. Une croiz
représente le calcul de 0x; et de dv;. Les dépendances réduites sont (1,1)t, (1,0)" et (1,—1)'. La
phase d’orthonormalisation se comporte comme une barriére de synchronisation.

~+

t+dt  t+ nortrodt

1 PPN N

barriéres de synchronisation

Fi1a. 5.3: Graphe de taches réduit du programme fpu : Le graphe du calcul des perturbations et celui
du calcul d’orbite ont été superposés. Les dépendances réduites sont alors (1,1)¢, (1,0)! et (1,—1).
Afin d’éviter lutilisation d’un tableau temporaire supplémentaire, les quatre phases du calcul des
perturbations au temps t + dt dépendant de l'orbite au temps t, sont considérées comme insécables.
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Espace

I~

° e ol e
..WF.

processeur i-

Temps

F1G. 5.4: Approche "naive” consistant a partitionner l’espace d’itérations en P bandes horizontales.
Aprés chaque étape, chaque processeur communique avec ses voisins les données nécessaires au
calculs suivants.

a la parallélisation de nombreuses applications régulieres, contenant un fort degré de parallélisme
et traitant de larges domaines de données.

Le paragraphe qui suit est consacré a la description de ces deux solutions.

5.3.2 Tuiles rectangulaires ou tuiles parallélogrammes

Solution parallélogramme. Pour de larges domaines d’itérations, quelle que soit 'approche
utilisée, les différents résultats de la littérature s’accordent sur le fait que les bordures des tuiles
doivent étre paralleles au cone de dépendances. Dans notre exemple, les dépendances réduites étant
(1,1)" et (1,—1)%, les tuiles devraient étre de forme losange, comme schématisé Figure Si l'on
rajoute sur le graphe des taches apres 4n,., itérations, la phase d’orthonormalisation, on voit
apparaitre des tuiles de forme parallélogramme (non atomiques). Cela correspond a la solution
présentée Figure : chaque bande diagonale est assignée a un processeur ; chaque processeur gere
donc un tableau de dimension h = H/P, correspondant a la hauteur de la bande. Le probléme de
cette solution est, comme en témoigne la Figure B 1ié & la complexité de ’ensemble des données
communiquées : si le probleme traité est a bords fixes, cette stratégie étant, elle, purement cyclique,
de nombreux cas de configuration doivent étre considérés afin de gérer les effets de bords.

En fait, nous ne sommes pas assurés que cela ne se traduise pas par une baisse des performances
du noyau de calcul élémentaire : en effet, le surcott de controéle lié a la présence de branchements
conditionnels, nous obligerait a effectuer du déroulement de boucle. Ceci, ajouté a la gestion des
tableaux de communication, alourdit considérablement le code correspondant a la partie la plus
exécutée du programme. Cette perte de performances ne constitue bien entendu qu’une hypothése,
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Py

1 2 P3

Fi1a. 5.5: Lorsque Uespace d’itération est large, le pavage optimal est constitué de tuiles de forme
losange. La présence de la phase d’orthonormalisation au bout de 4ngeiho itérations de temps
(représentée par des pointillés) explique la forme parallélogramme de la solution présentée Fi-

gure [0

processeur 1

cf Figure B

partie C

partie B

partieA
temps

Vers processeur 3

F1a. 5.6: Solution parallélogramme : l’espace d’itérations est partitionné en bandes diagonales, dis-
tribuées cycliquement sur les processeurs. Ainsi, entre deux phases d’orthonormalisation, chaque
processeur s’occupe d’une tuile de forme parallélogramme (non atomique). Du fait des dépendances,
Uexécution de la Partie C nécessite des résultats de la Partie A exécutée par le processeur du dessus.
Ainsi, consécutivement, chaque processeur effectue les calculs correspondant a sa Partie A ; ensuite,
les données utiles au calcul de la Partie C sont communiquées entre processeurs voisins ; finalement
chaque processeur exécute sa Partie B puis sa Partie C du bas vers le haut. Eventuellement, si h
est grand, la Partie B est elle méme pavée afin d’assurer la localité des acces auxr données.
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Fic. 5.7: Partie du graphe de la Figure L avant et aprés torsion de l'espace d’itérations. Les
données nécessaires au calcul de la Partie C par le processeur i sont matérialisées par un cercle
pour les orbites (x; & v;) et par une croiz pour les perturbations (5z;] € dv] ).

et il faudrait mesurer 'impact réel qu’a la complexité du code, sur la vitesse d’exécution.

Solution rectangulaire. Comme expliqué Figure B8 la solution consiste simplement & dis-
tribuer chaque bande verticale sur les processeurs, en les partitionnant en rectangles de hauteur
h = % et de largeur w (w étant un multiple de 4 et un diviseur de 4n,.4h0). Bien entendu, du fait
des dépendances, un tel découpage séquentialise le code. La solution consiste donc a faire faire, a
chaque processeur, des calculs redondants : w(w — 1) taches correspondant a deux triangles de part
et d’autre du rectangle.

Lorsque w augmente, le surcolit de communications diminue, la localité des acces aux données
augmente, donc le temps de calcul élémentaire diminue. En contrepartie, quand w augmente, la
quantité de calcul redondant augmente aussi. Tous ces parametres doivent donc intervenir dans le
choix de la meilleure taille de tuile.

5.4 Mise en pratique

Le support parallele utilisé est constitué de deux piles de PC interconnectés par un réseau
Myrinet.
Le premier nommé PopC a les caractéristiques suivantes :
— 12 noeuds identiques
— Processeurs : Pentium Pro 200Mhz (cache L2 : 256Ko),
— Mémoire : 64Mo par noeud,
— Carte Myrinet LANATI4.1 256Kbytes,
— 2 x switch Myrinet double M2M-DUAL-SW8/SAN (i.e. 4 crossbars 8x8),
— Hub Ethernet 10Mb/s 16 ports.
— Compilateur gee (eges-1.1.2) option -O3.
Le second nommé Pom a les caractéristiques suivantes :

— 16 noeuds identiques
— Processeurs : PowerPC 604e 200Mhz (cache L1 : 32Ko+32Ko, cache L2 : 256Ko),
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Fi1G. 5.8: Solution rectangulaire : du fait des dépendances, le calcul de chaque rectangle nécessite
le calcul de deux triangles situés de part et d’autre du rectangle. Le choiz fait ici est de faire
faire ce calcul par le processeur exécutant le rectangle. Cela correspond a un calcul redondant,
car il est également effectué par chaque processeur voisin. Ainsi, avant chaque étape de calcul,
chaque processeur communique 6 ses voisins les données utiles au calcul des parties redondantes.
Si le domaine d’itérations est grand, alors le parallélépipéde peut étre lui-méme partitionné en un
triangle et en parallélogrammes de hauteur hgoys_tuile ; ces sous-tuiles étant exécutées du bas vers le

haut.
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FiGc. 5.9: Partie du graphe de la Figure [8. L’ensemble des données communiquées sont
matérialisées par un cercle pour x; et v;, et par une croixz pour les perturbations.
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— Mémoire : 64Mo par noeud,
— Carte Myrinet LANAI4.1 512Kbytes,

— 2 x switch Myrinet octal M2M-OCT-SWS,

— Hub Ethernet 10Mb/s 24 ports.

— Compilateur gcc, version v2.7, option -O3.

Ces ressources paralléles sont disponibles parmi d’autres plateformes au Laboratoire de Calculs
aux Hautes Performances (cf http ://www.ens-lyon.fr/LHPC/FRANCAIS/choix.html). L’inter-
face de communication est développée par le LHPC : BIP, IP-BIP et MPI-BIP y sont dispo-
nibles [R0].

Les mesures présentées dans ce paragraphe ont été effectuées sur la Pom.

5.4.1 Temps d’acceés mémoire

Le but de ce paragraphe est de montrer 'importance du pavage sur monoprocesseur, et sur-
tout de déduire un intervalle acceptable de hauteur de sous-tuile assurant des performances quasi-
optimales. Nous avons pour cela effectué des mesures a I’aide d’un espace d’itération rectangulaire
de taille 100 x H, exécuté en séquentiel, sans phase d’orthonormalisation.

Comme on peut le remarquer sur la Figure IOl 'exécution du programme non pavé met
en évidence les deux niveaux de cache : trois marches distinctes sont visibles, H < Hp, = 300,
500 < H < 2000 et H > 5000 correspondant respectivement au cache L1, L2 et a la mémoire. Du
fait de la forme parallélogramme d’une sous-tuile, sa largeur w entre en jeu dans I’évaluation de
sa hauteur Agpyus_tuile- Ainsi, on veut que w + hgoys_tuite < Hr1 = 300. Comme w < 4ngppo < 100,
nous avons choisi hgyys tuite = 100.

Nous avons alors pavé notre programme séquentiel en tuiles de forme parallélogramme et de
taille w. On remarque alors sur la Figure BT que 'exécution du programme pavé est sensible
aux acces mémoire pour H > 3000. En fait, il faudrait effectuer un pavage hiérarchique avec des
“super-tuiles” de taille 1000 x 1000, ce qui n’est pas réalisable du fait des orthonormalisations tous
les 4ngriho S 100 itérations.

Ainsi, a partir de maintenant, les tuiles de taille w x h sont pavées a 'aide de sous-tuiles de
taille w X hgous tuite = w X 100.

5.4.2 Taille de tuiles optimale sur monoprocesseur

L’expérience du paragraphe précédent nous a permis de fixer la hauteur des sous-tuiles &
hsous_tuile = 100. Reste a fixer la largeur w des tuiles. Les expériences présentées dans ce paragraphe
montrent qu’un modele simple (temps de calcul = temps de calcul de base+temps d’acces mémoire)
fournit une approximation correcte de la réalité, et qu’il est donc aisé (si on ne tient pas compte
des communications) de trouver la largeur de tuile optimale. En fait, on verra dans le paragraphe
suivant, qu’en moyenne, le temps de communication par colonne est inférieur a 200 fois le temps
de calcul d’une tache. Ainsi 'impact des communications vaut

temps de communications par colonne 200  200P

temps de calcul d’une colonne h H

Pour des tailles de domaine de 'ordre de H > 4000P, on pourra donc négliger 'impact des com-
munications (5 %).

La largeur des tuiles étant limitée a 4ny.tno < 100, plus les tuiles sont larges, plus les acces aux
données sont locaux. En fait, si on note 775 (respectivement 7psen,) le temps de rapatriement moyen
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Fi1G. 5.10: Temps en secondes pour exécuter une unité de calcul. Le nombre d’itérations est fizé a
100. Le nombre de particules varie entre 10% et 10°. Pour 500 < H < 3000, le programme pavé va
plus de 2 fois plus vite que le programme non pavé, et pour H > 5000, il est plus de & fois plus
rapide.

d’une donnée du cache L2 vers le cache L1 (respectivement de la mémoire vers le cache L2); que
I'on note 7.4 le temps de calcul élémentaire, alors le temps d’exécution d’un rectangle de taille
w X h est donné par la formule (ot dp~3000 vaut 1 si h > 3000 et O sinon)

1
Tcalc(haw) ~ hw x ((TL2 + 6h>30007—M6m) X E + Tcalc) .

C’est ce que 'on observe expérimentalement sur la Figure BTl Ainsi, pour favoriser la localité des
acces aux données, la largeur des tuiles doit étre la plus grande possible, mais en contrepartie la
quantité de travail est augmentée d’un rapport 1+ (w — 1)/h.

En fait, la formule du temps de calcul d’une tuile parallélépipede (rectangle de taille w x h plus
deux triangles de hauteur w) est

Tcalc(h7w) ~ hw X ((TLQ + 5h>30007—Mem) X (% + %) + (1 + %(w - 1)) Tcalc)

C’est ce que 'on peut observer sur la Figure pour des valeurs de w 2> 15. Pour des valeurs
de w < 15, il faudrait, pour évaluer le surcott d’acceés mémoire, un modele un peu plus précis que la
simple formule (7724 0p>3000T0em ) (cf Figure BI0). Mais comme nous le verrons dans le paragraphe
suivant, pour les valeurs de h pour lesquelles w doit étre petit, le surcotit des communications n’est
plus du tout négligeable. Il devient donc, de toute manieére, hasardeux de formuler analytiquement
le temps d’exécution moyen dans ce cas de figure.
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FiG. 5.11: Influence de la largeur w sur la localité des accés aux données, pour un programme pavé
séquentiel tel que : ’espace d’itérations est de taille w X h ; les tuiles sont de taille w X hgous_tuile =
w x 100. Pour h = 103, toutes les données peuvent étre stockées dans le cache L1 et dans le cache
L2. En revanche, pour h = 10°, limpact du pavage est beaucoup plus important car les données
doivent étre rapatriées de la mémoire vers, consécutivement, le cache L2 puis le cache L1.

Temps d’exécution total (en secondes) x P / (w x h)

H=3h

F1G. 5.12: Influence de la largeur des tuiles (w) sur le temps d’exécution total (sans communication)
en fonction de la taille du domaine (H) du programme paralléle pavé exécuté sur 8 processeurs.
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5.4.3 Impact des communications

Dans ce paragraphe, nous évaluons I'impact des communications sur le temps d’exécution global
de T'espace d’itérations. Comme expliqué dans le Chapitre B on utilise usuellement un modele
formé de deux composantes pour décrire le temps de communication : le temps d’initialisation de
la communication (3, et le temps de communication propre [T, proportionnel au nombre de données
communiquées [. Le plus souvent 8 > 7, ce qui motive le pavage du domaine d’itérations afin
d’augmenter la granularité du calcul. Ainsi, pour un domaine de largeur W = 4%, pavé en tuiles de
taille wx h = wx %, ilya % étapes de communication de taille proportionnelle & w. En normalisant
par W, on obtient un coiit de communication par colonne valant g + 7. En fait, comme le montre
la Figure T3] il en est tout autrement :

— On observe deux phases consécutives : lorsque le message est plus grand que 960 bytes (w >

20), le message est décomposé en plusieurs sous-messages par l'interface de communication,

ce qui diminue les performances. Cela se traduit, sur les courbes, par un palier entre w = 16

et w = 20.

— Le surcotut de communications est trés sensible a la quantité de données utilisées par le

programme (cf Figure BI4) :

— Il semble que le contexte des communications soit enlevé du cache par les calculs entre
chaque phase de communication. Ceci expliquerait pourquoi le surcott de communication
(temps de calcul avec communications moins temps de calcul sans communication) est plus
important que le temps de communication pur sans calcul intermédiaire.

— Ensuite, il peut se passer aussi 'inverse, c’est a dire que la présence de communications
augmente le temps de calcul élémentaire. Ainsi, la bosse de la Figure BET4] aux alentours
de h = % ~ 2000, correspond au cas ou les données sans communication tiendraient dans
le cache L2 mais de maniere limite.

5.4.4 Parametres optimaux

A la lumiere des remarques précédentes, nous pouvons séparer trois cas :

— Pour de petites hauteurs de domaine %, le surcotit di a la redondance de travail est signi-
ficatif : w doit étre inférieur a 20 dans ce cas. Dans ce contexte, plus les tuiles sont larges,
moins le surcotit de communication est important, plus le temps de calcul de base est rapide
(a cause de la localité), mais plus on effectue, en contrepartie, de travail redondant. Dans
ce cadre, cotit de communication et temps de calcul élémentaire I’emportent. La meilleure
largeur de tuile est donc w = 16 (cf Figure BT3).

— Pour des domaines d’itérations larges, ni le temps de communication, ni le travail redondant
n’ont un impact significatif sur le temps d’exécution total. Ainsi, dans ce cas, la meilleure
largeur de tuile est w = 4ny-tho = 100 (cf Figure BIH).

— Entre ces deux cas extrémes, du fait de ’aspect chaotique du surcotit de communication, il
est difficile de trouver une solution analytique. Notre solution a consisté a tester toutes les
possibilités (seulement 25 cas possibles pour w) en prenant W = 4% = 500 (cf Figure BIHI).

5.4.5 Mesures de performances

Dans ce paragraphe, nous présentons les performances obtenues sur la pile de PC décrite au
Paragraphe B4l Malheureusement, du fait de la forte utilisation de ces ressources de calcul, il est
assez difficile d’obtenir une réservation simultanée de ’ensemble des processeurs. Il a donc fallu,
rajouter une routine d’équilibrage de charge a notre programme : ainsi, la hauteur d’une tuile 7
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Fic. 5.13: Ewvaluation du surcout de communication. Plusieurs tests sont effectués. Le premier
(“sans calcul”) correspond a mesurer le temps d’exécution du programme dans lequel les calculs ont
été commentés. Le second (“avec calculs”) correspond a faire la différence entre le temps d’exécution
du programme normal et le temps d’exécution du programme dans lequel les communications ont été
commentées. Nous avons effectué ce second test pour différentes valeurs de h = % € {102,103, 104},
car comme on peut le voir Figure le surcotdt de communication dépend de la taille du domaine.

Surco(it de communication par colonne (secondes)

h=H/P

Fia. 5.14: Influence du nombre de données par processeur sur le surcoit de communication. h =
varie de 10% & 10°, pour P =6, et w = 32.

a
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F1a. 5.15: Influence de la largeur des tuiles (w) sur le temps total d’exécution, en fonction de la
hauteur du domaine H. La taille du domaine d’itération est de w x H ; h = % ; P=6.
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F1a. 5.16: Valeurs optimales de w en fonction de H sur 6 processeurs. Si l'on note t.q.(H,w) le
temps d’exécution moyen d’une tdache; pour une hauteur de domaine donné H, on note wep la
largeur de tuile optimale : teqic(H, Wopt) = miny, teqe(H, w). Alors en autorisant une erreur de 2 %,
la borne inférieure correspond a min{w, teqc(H, w) < teqc(H, wopt) X 1.02} et la borne supérieure
a max{w, teqe(H,w) < teare(H, wopt) x 1.02}.
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exécutée par le processeur P; est calculée de telle maniere que Vi, Teqie(hj, w, Pj) ~ Constante.
L’imperfection de la procédure (manque de réactivité) explique l'irrégularité des courbes présentées
ici. De plus, afin de pouvoir générer simplement les expériences, nous nous sommes restreint a
une largeur de tuile de w = 100, alors que de plus petites valeurs auraient fourni de meilleures
performances pour de petits espaces d’itération (cf BJ6). Nous verrons que les résultats dans ce
cas sont néanmoins corrects. Deux expériences ont été effectuées :

— T'une sur 11 processeurs homogenes de la pom.

— l'autre sur 25 processeurs hétérogenes : 14 processeurs de la pom de temps de cycle moyen

3.93 x 1077 et 11 processeurs de la popc de temps de cycle moyen 7.09 x 1077,

Pour chacune de ces expériences, nous avons fait varier la taille du probleme H entre 4000 et 106,
Le domaine d’itération a alors pour taille W x H = 4% x H =500 x H. Nous avons reporté,

Teze-pa'r‘a

1. le temps d’exécution moyen d’une tache t.qc = —77

2. le facteur d’accélération] de Iexécution parallele.

Expérience sur 11 processeurs. Les résultats sont reportés dans les figures BT et

La Figure BI1 représente deux courbes :

— le temps d’exécution moyen d’une tache, correspond au temps total d’exécution divisé par la
taille du domaine d’itération W x H.

— le temps d’exécution optimal (droite horizontale) est calculé comme suit : pour toute taille de
domaine, le temps d’exécution séquentiel moyen d’une tache est mesuré. Nous avons pris la
valeur minimum de ces temps divisée par 11.

La Figure représente le facteur d’accélération de notre exécution parallele : pour une taille
de probleme donnée, le programme est exécuté en séquentiel et en parallele sur 11 processeurs. Le
facteur d’accélération est le rapport de ces deux valeurs. Pour cet exemple, un bon facteur doit étre
situé aux alentours de 11.
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Fi1c. 5.17: Temps d’exécution moyen d’une tache sur 11 processeurs de la pom pour une taille de
probléme variant entre H = 4000 et H = 109,

4 speedup en anglais
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F1a. 5.18: Facteur d’accélération de lexécution paralléle sur 11 processeurs de la pom.

La courbe de temps d’exécution (Figure BIT) présente un palier correspondant & la limite de la
mémoire cache. La courbe de temps d’exécution ayant la méme allure mais décalée vers la gauche,
le rapport du temps séquentiel sur le temps parallele représenté Figure contient deux bosses
(dépassant ici la valeur “optimale” 11).

Expérience sur 25 processeurs. Les résultats sont reportés dans les figures et La
Figure représente deux courbes :

— le temps d’exécution moyen, correspond au temps total d’exécution divisé par la taille du
domaine d’itération W x H = 500 x H.

— le temps d’exécution extrapolé optimal (droite horizontale) est calculé comme suit : le temps
d’exécution séquentiel moyen d’'une tache minimal (sur I’ensemble des tailles de problémes)
est mesuré sur un noeud de la pom (noté t.q(pom)), ainsi que sur un noeud de la popc (noté
tseq(popc)). Le temps séquentiel est alors extrapolé par la formule

1

11 15
tseq(popc) ' tseq(pom)

~1.95 % 1078

La Figure représente le facteur d’accélération de notre exécution paralléle.

De méme que pour la Figure E17, 1a courbe de temps d’exécution (Figure BI9) présente un palier
correspondant au dépassement de la taille de mémoire cache. Par contre, on remarque un temps
d’exécution important pour de faibles tailles de domaine. Cela est dii aux temps de communication
entre la popc et la pom, beaucoup plus lent qu’entre deux noeuds de la pom, et dont I'impact est
non négligeable.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons choisi une technique de parallélisation d’un code de type SOR.
Nous avons proposé une solution & la fois esthétique et efficace, basée sur l'utilisation de calculs
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Fi1ag. 5.19: Temps d’exécution du programme sur 25 processeurs, 11 processeurs de la popc et 14
processeurs de la pom, pour une taille de probléme variant entre H = 5000 et H = 10°.
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F1a. 5.20: Facteur d’accélération de ’exécution paralléle sur 25 processeurs.
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redondants, qui préserve le parallélisme, la localité des acces aux données, et la granularité des
calculs. Classiquement, la théorie du pavage préfére considérer des tuiles tordues, et ne pense pas a
la redondance. Les résultats présentés ici ont donc montré qu’une telle méthode, pouvant aboutir
a un code simple et tres performant, se doit d’étre considérée.

D’autre part, ce travail a été 'occasion d’évaluer les modeles usuellement utilisés en techniques
de pavage pour la recherche de la taille et de la forme optimale de tuile. Ces expériences ont notam-
ment montré qu’il est illusoire de vouloir utiliser une formule analytique pour caractériser 'impact
des communications. Ainsi, au lieu de chercher une formule, exprimant en fonction de tous les
parameétres, le temps total d’exécution, puis de déduire la configuration optimale minimisant cette
valeur, il est plus judicieux de traiter les différents parametres séparément, et en fonction d’une
marge d’erreur raisonnablement choisie (pour notre application, nous nous sommes autorisés une
erreur de 2% par rapport a l'optimal), de déterminer les contraintes associées. Ces contraintes se
présentent généralement sous forme d’inégalités (granularité des calculs, localité des données, etc.),
de différents choix possibles sur la forme des tuiles (dépendances, parallélisme, chemin critique),
etc. Elles peuvent étre évaluées indépendamment ou bien I'une apres 'autre, dans leur ordre d’im-
portance relative, par exemple. S’il existe finalement plusieurs solutions, c’est la plus simple qui doit
étre choisie. Notons que cette méthode est applicable a la technique d’optimisation de code qu’est
le pavage, du fait du caractére non combinatoire des problemes intermédiaires qui s’y posent.



Chapitre 6

Ressources hétérogenes : pavage,
distribution 1D et équilibrage de
charge

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons différents problemes liés a I'implémentation de programmes
sur un réseau de stations heterogencl Un tel travail est motivé par 'existence de treés nombreuses
machines de ce type, autant dans les universités que dans les entreprises. Un réseau hétérogene est
la machine parallele “du pauvre”. L’idée est d’utiliser conjointement, pour une application MPI ou
PVM, le maximum de ressources de calcul de la machine la plus lente au super-calculateur, mais
aussi de partager les ressources d’une machine parallele avec d’autres utilisateurs.

Tous les problemes habituels liés a 'implémentation de programmes sur machines paralléeles
(équilibrage de charge, ordonnancement des taches et des communications, algorithmique parallele,
etc.) se posent, de maniére encore plus complexe, dans le contexte de ressources hétérogenes. Par
exemple, nous verrons que si, pour une application a gros grains de calculs, un algorithme glouton
est souvent quasi-optimal dans le cadre de ressources homogenes, il n’en est rien ici. Notons que les
résultats présentés dans ce chapitre constituent une premiere approche du probléeme. Ainsi, nous
restreignons notre recherche aux allocations statiques, nous supposons donc les ressources dédiées,
c’est-a-dire que leur puissance ne varie pas au cours du temps. D’autre part, nous ne considérons
ici que des allocations unidimensionnelles, les chapitres suivants étant consacrés aux problemes liés
a l'allocation bidimensionnelle des données.

Afin d’étayer notre étude, nous aborderons consécutivement plusieurs problémes classiques de
parallélisation. Dans un premier temps, nous nous restreindrons au cas simple d’équilibrage de
charge : étant données M téches a gros grains, indépendantes, et p ressources de puissance de calcul
respectivement t , t12
les ressources ? Quelle tache doit-on allouer a chaque processeur afin que le temps d’exécution global
soit le plus petit possible ? Ces questions feront I'objet du Paragraphe B2 que nous illustrerons a
I'aide du programme de multiplication de matrices. Ensuite, nous aborderons le probleme sous
une approche plus algorithmique : le programme de décomposition LU nécessite que I’équilibrage
de charge soit a la fois global mais aussi local, c’est a dire qu'un sous-groupe de taches, considéré
indépendamment, soit lui aussi correctement équilibré sur les différentes ressources. Nous proposons

. Nous devons résoudre les questions suivantes : doit-on utiliser toutes

'En anglais HNOWs de “Heterogeneous Network of Workstations.”



104 CHAPITRE 6. EQUILIBRAGE DE CHARGE 1D

a cet effet un algorithme nommé incrémental. C’est ce qui fait 'objet du Paragraphe de ce
chapitre. Notons que le programme de décomposition LU ne constitue ici qu’une illustration, une
étude algorithmique plus approfondie de cet exemple faisant I’objet du Chapitre [ de cette these.
Finalement, le Paragraphe fournit une extension des résultats présentés dans le Chapitre Bl au
cas hétérogene.

6.2 Equilibrage de charge.

L’utilisation efficace de ressources hétérogenes pour I’exécution d’une application, a fait ’objet
d’une attention importante ces dernieres années. Nous fournissons dans ce paragraphe quelques
références a la littérature existante.

Lorsque 'ensemble des ressources n’est pas dédié, que la charge de chaque processeur n’est
pas prévisible, ou méme qu’une panne de 'une des ressources est envisageable, une allocation
dynamique des taches semble incontournable. Les stratégies dynamiques vont du simple paradigme
maitre-esclave (ol chaque processeur choisit dans une file d’attente une nouvelle tache & exécuter des
que son travail courant est terminé) a des stratégies plus sophistiquées qui, le plus souvent, décident
d’une nouvelle distribution des taches en fonction du travail effectué par chaque processeur durant
un passé proche. Pour plus de détails, nous référons le lecteur a l’article de syntheése de Berman [[I3]
et aux articles plus spécialisés [ B1, B2, 43, 62, B9]. Les modeles de prédiction de performances
sont entre autres traités dans [40, ©5].

Dans le cas de ressources dédiées, la flexibilité de I’équilibrage de charge dynamique rend cette
approche attrayante : la charge de chaque machine peut s’auto-réguler et donc s’auto-équilibrer
malgré I’hétérogénéité des ressources de calcul. Mais, comme nous pourrons le voir dans ce chapitre,
la présence de dépendances de données, risque de réduire 'activité de tous les processeurs a celle du
processeur le plus lent. Ceci motive I’approche statique choisie dans ce chapitre, ainsi que le choix
d’une approche semi-statique dans le cas de ressources non dédiées. De plus, les applications qui
nous concernent ici (algebre linéaire, programme de relaxation) étant tres régulieres, la prédiction
de performance ne nécessite pas l'utilisation d’une stratégie sophistiquée, et nous pouvons utiliser
une approximation, a priori, de la vitesse de chaque processeur. Nous pouvons donc chercher a
allouer statiquement les taches, avant le début de I’exécution.

6.2.1 Allocation statique de taches

Formulation du probleme. Dans le cas d’une allocation statique de noyaux de calcul numérique,

la vitesse d’un processeur est évaluée grace a une mesure préalable du temps d’exécution d’un
noyau. Ce noyau devant étre, bien entendu, représentatif des calculs effectués par 'application.
Notons t1,t2,...,tp, les temps mesurés sur chaque processeur, que I'on nomme “temps de cycle des
processeurs’ .

Supposons que les taches a distribuer sur les processeurs correspondent a une quantité de travail
identique (homogénéité des taches) et qu’elles soient atomiques et indépendantes. Nous nommons
désormais cette entité de base un atome. Si le nombre d’atomes est petit, I’équilibrage de charge n’est
pas trivial : intuitivement, le nombre de taches a distribuer par processeur (notons le ¢, ca, ..., ¢p)
doit étre inversement proportionnel & ¢;. Formellement, il faut que

¢; X t; = Constante = K
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En d’autres termes, s’il y a B atomes a distribuer,

1

ti

7T X B
k=1 1%,

C; =

Bien sir, si M est un multiple de C' = ppem(ty,ta, ... 1) > 0 t—li, I’équilibrage de charge est
parfait. En contrepartie, si B est petit, et que B n’est pas multiple de C, on voit bien que la
formule ci-dessus ne fournit pas un renseignement assez précis (car ¢; doit étre un entier). En
particulier, il n’est pas clair, pour un processeur P; tel que ¢; < 1, que 'on doive lui allouer un
atome ou non.

En fait, lallocation optimale est obtenue & ’aide de I’Algorithme [l Le principe de cet algorithme a
déja été utilisé dans la littérature notamment pour résoudre le probleme dual d’allocation de taches
hétérogenes sur un ensemble homogene de processeurs [[76].

Algorithme 7. Allocation statique optimale de B atomes indépendants sur p processeurs de
temps de cycle respectifs t1,ta,...,tp.

Distribue(B, t1,t2,...,1tp)
{ Initialisation : calcule ¢; tels que ¢; x t; = Constante et ¢; +c2+ ...+ ¢, < B}
doi=1,p

1

i
Ci=|sp T X B

=11,

{ Incrémente itérativement les ¢; qui minimisent le temps d’exécution tant que > 1_; ¢; < B}
while > . ¢; < B do

trouve k € {1,...,p} tel que tx X (cx + 1) = min{t; x (¢; + 1)}

c,=cp+1
Retourne(cy,ca, ..., cx)

Proposition 1 L’Algorithme [] fournit l’allocation optimale.

Preuve. Considérons une allocation optimale notée 01,02, ..., 0p.
Soit j tel que Vi € {1,...,p}, Teze = 05t > 0;t;. Afin de prouver que l'algorithme est correct, nous
prouvons l'invariant

(C) Vi€ {1, - ,p}, cit; < Ojtj

1
Apres Uétape d’initialisation, ¢; < =35+ x B. Comme, B = Y 7_ op < 0jt; x > 7_, i, on a
k=11t

ity < % < 0jt;, et la condition (C') est vérifiée.
k=1t

Le fait que (kC) soit vérifiée aprés chaque incrémentation est prouvé par récurrence : SUpposons
pour cela, qu'a une étape donnée, ¢, soit incrémenté. Avant cette étape, Y ¢, ¢; < B, ainsi il existe
E e {1,...,p} tel que ¢y < oy On a ty(cp + 1) < top < tjo;, et le choix de k implique que
te(ck +1) < tp(ck +1). La condition (C) est donc vérifiée apres cette étape.

Finalement, ’allocation ainsi obtenue (ci,cz,...,cp) est optimale car max{c; x t;} < ojt; =
max(0;t;). [
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Complexité. Comme apres la phase d’initialisation ¢; + c2 + ... + ¢, > B — p, 'algorithme
est composé d’au plus p étapes, sa complexité est donc O(p?). La complexité peut étre réduite &
O(plog(p)) en utilisant une structure de données ad-hoc.

Elimination des processeurs lents. De méme que dans le cas homogene, la question de 1'uti-
lisation ou pas de toutes les ressources se pose : méme si les taches distribuées sont indépendantes,
la diffusion des données initiales ainsi que le rapatriement des données finales peuvent impliquer
un colt supérieur au gain de la distribution des calculs. Comme nous pourrons le voir dans le
paragraphe suivant, c’est le cas pour la multiplication de matrices : I'algorithme est constitué de
phases successives de calculs indépendants, séparés par des phases de redistribution des données.

Une réponse simple a cette question consiste a s’assurer qu’a chaque processeur est alloué une
quantité de travail suffisante pour justifier de son utilisation. Cela peut étre obtenu de différentes
manieres :

1. [Pavage puis équilibrage] L’espace des taches est initialement pavé afin de fournir une
granularité de calcul suffisante : la taille d’une tuile doit étre suffisante pour justifier du
temps de communication induit par son allocation. Les tuiles sont alors allouées aux différents
processeurs, a l’aide de I’Algorithme [0

2. [Equilibrage puis pavage] L’espace des taches initialement non pavé est distribué sur les
différents processeurs en tenant compte a la fois de ’équilibrage de charge, et en imposant
une quantité minimale de travail aux différents processeurs utilisés. Cela peut étre obtenu a
laide de I’Algorithme [ décrit Page L’ensemble des taches allouées a un processeur est
alors pavé.

Dans le cas de calculs d’algebre linéaire, les librairies étant optimisées pour certaines tailles de
tuiles, la premiere solution est a priori plus adaptée. En contre-partie, la seconde solution favorise
un équilibrage de charge plus précis utile lorsque la quantité de taches a allouer est faible.

6.2.2 Application au produit “Matrice-Matrice”.

L’algorithme du produit de deux matrices (C' = A x B), s’applique bien & notre probleme
d’équilibrage de charge statique. Nous analysons dans ce paragraphe comment implémenter le pro-
duit de matrices avec une distribution unidimensionnelle des données. Nous expliquons consécutivement
comment la matrice est pavée (1), comment les colonnes de tuiles sont allouées au processeurs (2),
puis finalement nous décrivons les grandes lignes de I'algorithme dans le cas d’une telle allocation
des données (3) :

1. [Pavage de la matrice] Afin de pouvoir utiliser des librairies optimisées d’algebre linéaire
telles que LAPACK, les librairies d’algebre linéaire distribuées telles que ScaLAPACK, uti-
lisent classiquement une distribution “bloc-cyclique” des données (cf Chapitre [l pour une
description plus précise). En d’autres termes la brique de calcul de base est non pas un sca-
laire, mais une sous-matrice de taille b x b. Ainsi, si les matrices initiales & multiplier sont
de taille n x n, le calcul devient un produit de deux matrices (constituées de blocs) de taille
3 X 3. Typiquement, b vaut 32 ou 64. On est donc en présence d’un calcul a gros grains

dont la taille est fixée en fonction des différentes caractéristiques des processeurs (pipeline,

registres, taille de cache etc.).

2. [Allocation des tuiles] Dans le cas d’une distribution unidimensionnelle des données, cas
auquel nous nous restreignons ici, les colonnes des trois matrices sont distribuées identique-
ment sur les processeurs. Ainsi pour une distribution cyclique, les colonnes A, 1, By 1 et Cy
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sont alloués au processeur (k modulo p). Dans le cas de notre allocation, les colonnes A, j,
B, 1 et C, 1 sont alloués au processeur P; si k < c1, au processeur P si ¢y < k < ¢1 + ¢, ete.

3. [Phases de l’algorithme| Avec une telle distribution, l'algorithme de produit de ma-
trices peut étre décomposé en différentes étapes successives a l'intérieur desquelles les taches
exécutées sont indépendantes. Les communications entre chaque étape sont réduites a un
simple décalage horizontal de la matrice A au travers de 'anneau de processeurs : ainsi, a
I'étape 0 < t < 7, le processeur Py possede les colonnes Ay 1yt ¢, le processeur P les
colonnes Ay ¢, {14t:ci4co+t, €tc. Le processeur P; rajoute alors au bloc C 1., le produit des
blocs Au 14t:ci+t PAr Bittc,+t,1:c15 le processeur P rajoute au bloc Cy 14¢;:c;4c, le produit
des blocs Ay 14ci+t:ci+cott PAT
Bitettci4eatt 1:er s €be (cf Figure Bl pour un exemple).

Considérons I'exemple suivant ou 'on a 3 processeurs de temps de cycle respectifs t1 = 3, to =5
et t3 = 8. Supposons que 'on souhaite calculer le produit C = A x B ou A et B sont de taille
2496 x 2496. Les matrices peuvent étre décomposées en blocs de taille 32 x 32 (32 est une taille
de bloc typique pour une station de travail avec une mémoire cache [[15]). Ainsi, B = 78 blocs de
colonnes doivent étre distribués sur les processeurs, correspondant aux B = 78 taches indépendantes
exécutées a chaque étape. Le Tableau fournit les valeurs prises par les différentes variables lors
de T'exécution de I’Algorithme [ appliqué & notre probléme. La Figure décrit quelques étapes
de l’algorithme de multiplication de matrices pour notre exemple.

Etape c1 | ea | c3 | max;(cit;)
Y ¢; = 76 (initialisation) || 39 | 23 | 14 | 117
Yo =T7 40 | 23 | 14 | 120
¢ =78=RB 40 | 24 | 14 | 120

TAB. 6.1: Etapes de I’Algorithme [ pour 3 processeurs de temps de cycle t1 = 3, to =5 et t3 =8,
avec B = T8.

6.3 Equilibrage de charge incrémental, application a la résolution
de systemes linéaires

Si ’approche précédente est tout a fait adaptée a ’algorithme de multiplication de matrices, elle
n’est, en contrepartie par contre, pas tres efficace pour I'implémentation d’un noyau de décomposition
LU ou QR. En effet, comme nous le verrons ci-dessous, alors que la distribution obtenue a l’aide
de I’Algorithme [[ était valable pour toutes les étapes du produit de matrices, dans le cas de la
décomposition LU, a chaque étape, 'ensemble des données traitées diminue, I’allocation n’est donc
plus valide et une redistribution couteuse des données est nécessaire.

6.3.1 Algorithme de décomposition LU

Tout comme dans le paragraphe précédent, nous nous restreignons ici a I’étude d’une distribution
unidimensionnelle statique des données sur les processeurs. Une étude algorithmique plus précise,
traitant en particulier le cas d’une distribution 2D, est décrite dans le Chapitre [ de cette these.
Considérons ainsi une allocation unidimensionnelle des données en blocs de colonnes. L’algorithme
de décomposition LU fonctionne approximativement de la maniére suivante [28] : & chaque étape,
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Block from B necessary for the uptade

Partie de B nécessaire a la mise a jour

Blocks from C' updated by P;
Partie de A utile a cette mise a jour

Partie de A nécessaire a la mise & jour

Premieére étape : ggieme étape :

(P1) C[*,1:40+ = A[*,1] x B[1,1 : 40] (Py) C[,1:40]4+ = A[*,39] x B[39,1 : 40]
(Py) Cl#,41: 641+ = A[+,41] x B[41,41:64]  (p))

(P3) Cl*,65 : 78+ = A, 65] x B[65,65 : 78]

Fi1G. 6.1: Différentes étapes de l'algorithme de multiplication de matrices sur 3 processeurs de temps
de cycle respectifs t1 = 3, to = 5 et t3 = 8. Tous les indices de la figure sont des indices de blocs.
Seul le calcul d’une ligne de C' est représenté dans le schéma. On remarque qu’entre la premiére
étape et la 39-ieme, la distribution de A est décalée horizontalement.
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le processeur qui possede le bloc pivot, le factorise et le diffuse & tous les autres processeurs qui
mettent alors a jomﬁ les colonnes restantes. A I’étape suivante, c’est le bloc des b colonnes suivantes
qui devient a son tour le pivot, et le calcul progresse ainsi. La Figure fournit le schéma d’une
étape de 'algorithme de décomposition LU.

Du fait que la plus grande partie du temps de calcul corresponde a la mise a jour, 'idée est
de trouver une allocation statique qui équilibre au mieux les taches lors de chaque étape de mise
a jour. Considérons la premiere étape. Apres la factorisation du premier bloc, chacune des mises
a jour d’un bloc, effectuée par un processeur, est un noyau de calcul indépendant : si la matrice
est de taille (nb) x (nb), il y a B = (n — 1) noyaux de calcul a allouer. Nous pourrions utiliser
I’Algorithme [ pour équilibrer les charges, mais la taille du domaine de travail diminue au fur et a
mesure que la décomposition progresse. A la seconde étape, le nombre de blocs a mettre a jour est
(n —2). Si 'on souhaite & nouveau équilibrer ces charges, les données doivent étre redistribuées,
ce qui implique ainsi, entre chaque étape, un nombre important de communications. De plus, dans
l'optique du développement d’une librairie d’algebre linéaire distribuée hétérogene, ’allocation doit
a priori étre identique au début et a la fin de la décomposition.

Nous cherchons donc une distribution statique des données fournissant un équilibrage des charge
de mise a jour, commun & toutes les étapes. En d’autres termes, nous cherchons une distribution de
B taches sur p processeurs de temps de cycle respectifs t1,ta, . .. t, telle que pour tout ¢ € {2,..., B}
le nombre de blocs de {i,..., B} que possede chaque processeur P;, soit (approximativement) in-
versement proportionnel a son temps de cycle t;. Le programme incrémental de Robert et al. ini-
tialement présenté dans [ZI] pour fournir une solution au probleme décrit dans le Paragraphe [E2.1],
permet d’obtenir une solution optimale a ce probleme.

40 24 14

U

>—2—62—>

7 24 14

FiG. 6.2: 33t¢me étape de 'algorithme de décomposition LU (les indices correspondent a des indices
de bloc) : avec l’ancienne allocation, ’exécution devient moins équilibrée. Ici, apreés la factorisation
du bloc de colonnes 33, le processeur 1 a 7 factorisations a effectuer et travaille durant 7 x 3 = 21
unités de temps, alors que le processeur 2 travaille durant 24 x 5 = 120 unités de temps.

6.3.2 Algorithme incrémental de Robert et al.

Afin d’illustrer le principe de I'algorithme, considérons un exemple avec 3 processeurs de temps
de cycle respectifs t1 = 3, to = 5 et t3 = 8. Le Tableau reporte l'allocation fournie par

2broadcast en anglais
3update en anglais
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I’algorithme jusqu’ a B = 10. Dans ce tableau, I'intitulé “processeur sélectionné” représente l'indice
du processeur choisi pour détenir I’atome suivant. A chaque étape, le processeur sélectionné est
choisi afin que le cout de l'allocation globale obtenue soit minimal. Notons ¢; le nombre d’atomes

alloués au processeur i. Dans ce cas, le colt de I'allocation C = (c1, ¢, ..., ¢p) vaut maxi<i<p Git;.
Ainsi le coit moyen d’exécution d'un atome vaut t,4qq = %ﬁift’
Nombre d’atomes || ¢; | ¢o | e¢g | Cout || Processeur sélectionné || o
0 010 |0 1
1 110 |0 |3 2 oll]=1
2 1 |1 10 |25 1 o2l =2
3 2 |1 |0 |2 3 ol3]l=1
4 2 |1 |1 |2 1 ol4] =3
5 311 |1 ]18 2 ob] =1
6 3 12 |1 |167 |1 ol6] =2
7 4 12 |1 |171 1 o7 =1
8 5 2 |1 |187 || 2 o8 =1
9 5 3 |1 167 ||3 o9l =2
10 5 13 |2 |16 o[10] =3

TAB. 6.2: Différentes étapes de algorithme incrémental avec 3 processeurs de temps de cycle res-
pectifsty =3, to =5, et t3 = 8.

Par exemple, a la quatrieme étape, c’est a dire lors de 'allocation du quatrieme noyau, 1’algo-
rithme démarre par l'allocation obtenue pour 3 atomes, c’est a dire (¢, ¢2,¢3) = (2,1,0). A quel
processeur P; doit étre assigné le quatrieme noyau, en d’autres termes, quel ¢; doit étre incrémenté ?
Il y a trois possibilités (c1 + 1, ¢2,¢3) = (3,1,0), (c1,ca+1,¢3) = (2,2,0) et (¢1,c2,c5+1) = (2,1,1)
de cofit respectif § (P termine en dernier), 1 (P, termine en dernier), et £ (Ps termine en dernier).
Ainsi, la troisieme solution est sélectionnée, correspondant au résultat (c1,ca,c3) = (2,1,1).

De maniere plus formelle, I'algorithme s’écrit :

Algorithme 8. Distribution incrémentale optimale de B atomes sur p processeurs de temps
de cycle respectifs tq,ta, .. .t, pour tout sous-ensemble d’atomes [1,m], m < B.

Distribue(B, t1,t2,...,1tp)
{ Initialisation : aucune tache a distribuer. m =0 }

doi=1,p
C; = 0
{ Construit itérativement I'allocation o}
dom=1,8B
trouve k € {1,...,p} tel que tx X (cx + 1) = min{t; x (¢; + 1)}
c=c+1
om] =k
Retourne(o, ¢y, ca,. .., ck)

Bien str, si nous souhaitions allouer 10 atomes indépendants, nous pourrions utiliser 1’Algo-
rithme [ pour trouver que 5 atomes devraient étre alloués au processeur Pp, 3 au processeur Py et
2 au processeur P3. Mais I'algorithme incrémental retourne la solution optimale pour tout nombre
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d’atomes de 1 a B, et retourne la distribution associée.

Proposition 2 L’algorithme incrémental retourne la distribution optimale pour tout sous-ensemble
d’atomes [1,m] ou m < B.

Preuve. La preuve peut étre calquée sur celle de la Proposition [ (Page [[0H). 11 suffit de modifier
légerement 'invariant a prouver :

L\ (m) _ (m)
(Cp) :Vie{l,...,p}, cit; < 0]-77: i = 1%35%07” tj

ot OM) = (ogm),ogm), e ,oz(,m)) est une solution optimale au probleme avec m atomes, et j,, I'in-
dice du processeur qui, pour une telle allocation, termine son travail en dernier. Par récurrence, a
létape m, on a (C),) et comme trivialement (le temps total d’exécution ne peut qu’augmenter si
lon rajoute un atome a exécuter) 0§:)tjm < og-zzl)tjmﬂ, avant '’étape m + 1 on a donc (Cpyt1).
L’étape m+ 1 étant identique a toute étape de I’Algorithme [, la preuve de la Proposition [l montre

que (Cy,+1) est maintenu apres 'étape m + 1. [ |

La complexité de l'algorithme incrémental est O(pB) ou p est le nombre de processeurs et B le
nombre d’atomes & distribuer. De méme que pour 1’Algorithme [, elle peut étre aisément améliorée
en O(log(p)B). Rappelons que le résultat s’exprime en O(B), et qu’en conséquence cette complexité
est relativement bonne.

6.3.3 Application a la décomposition LU

Pour la décomposition LU, I'idée est d’allouer périodiquement, sous forme d’un motif de largeur
B, les blocs de colonnes aux processeurs (cf Figure [£3]). B est un parametre pouvant valoir n, pour
une matrice de taille (nb) x (nb) découpée en blocs de taille b x b, mais pouvant aussi étre plus
petit si ’on souhaite 'allocation plus réguliere. En effet, le recouvrement des communications avec
les calculs n’est possible que grace a un processus de pipeline entre les colonnes, processus brisé
lorsque Pallocation est trop irréguliere. On verra de plus dans le Paragraphe B4l qu’en pratique il
est inutile que B soit tres grand. Supposons ici, sans perte de généralité, que B vaille n, c’est a dire
que le motif ait la méme largeur que la matrice et ne soit donc pas répété.

Pour définir le motif, nous utilisons le résultat de ’algorithme incrémental en sens inverse,
c’est & dire que le bloc de colonnes d’indice 1 < k < B sera alloué au processeur o(B — k + 1).
En effet, 'algorithme incrémental retourne l’allocation optimale pour tout sous-ensemble [1,i] de
[1,B] ou i € [1, B], alors que la distribution recherchée doit équilibrer tout sous-ensemble [i, B] de
[1,B] ou i € [1, B]. Le Tableau donne 'allocation obtenue par notre algorithme pour B = 10
avec 3 processeurs de temps de cycle t1 = 3, to = 5 et t3 = 8. Ainsi, le motif obtenu vaut
(P3sPyP Py P,P, P3P, P Py).

6.4 Systeme a différences finies. Equilibrage et ordonnancement.

Le but de ce paragraphe est d’élargir les résultats présentés dans le Chapitre [, relatifs ¢ un es-
pace d’itération de forme parallélogramme (r pas nécessairement égal a 0), a un ensemble hétérogene
de processeurs.
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fait

Bxb

Fi1G. 6.3: Allocation périodique utilisant un motif de largeur B.

L’évolution d’un systeme a différences finies, ou tout probléme semblable a celui présenté dans
le Chapitre Bl peuvent se traiter comme suit : une fois la taille et la forme des tuiles fixées, il suffit
d’allouer les tuiles aux processeurs et de trouver un ordonnancement minimisant le temps total
d’exécution. La présence de dépendances et la nécessité de minimiser I'impact des communications,
rendent le probléme compliqué. Dans le cas simple d’un espace d’itérations rectangulaire (r = 0),
Calland et al. [23] ont montré que l'allocation optimale était par colonnes : pour une telle alloca-
tion, chaque colonne de tuiles est allouée a un méme processeur, et les processeurs sont distribués
cycliquement sur les colonnes. Dans le cas ou I'espace d’itérations n’est plus de forme rectangulaire,
ou lorsque ’ensemble des ressources de calcul n’est plus homogene, ce résultat n’est plus vérifié.
Malheureusement nous ne connaissons pas d’allocation optimale dans de telles configurations. Le
but de ce paragraphe est de proposer une solution heuristique. Avec les mémes notations que celles
utilisées dans le Chapitre Bl nous évaluons le temps total d’exécution pour notre allocation, et en
déduisons, sous certaines contraintes, son optimalité asymptotique.

Hypothéses de travail. Les conditions (H2), (H3), (H5) et (H6) du Paragraphe 4] décrites
Page 2l sont maintenues. Mais ’ensemble de processeurs étant ici hétérogene, 1’allocation considérée
est différente, et les notation 7.4 et ¢ n’ont plus court.

— L’espace d’itération est de forme parallélogramme de taille wW x hM, pavé par des tuiles
de forme rectangulaire de taille w x h. Les dépendances entre tuiles sont (1,0)% et (0,1).
Rappelons que la définition de r est dépendante de h et de w. En fait, pour un domaine
d’itération fixé, r est proportionnel a %. On peut aussi influer sur la valeur de r en tordant
I’espace d’itérations dans les limites imposées par le cone de dépendances.

— On consideére p processeurs. Pour un processeur P; (1 < ¢ < p), t; correspond au temps
de calcul d’une tuile. Le temps de communication, est supposé indépendant du couple de
processeurs et vaut Teomm.

— L’allocation des tuiles, unidimensionnelle, est effectuée par colonnes de tuiles.

6.4.1 Allocation heuristique

L’allocation est construite de la maniere suivante :

— Les tuiles sont allouées de maniere unidimensionnelle par colonnes sur I’ensemble des proces-
seurs.

— On introduit un parametre B a fixer. On détermine un motif de largeur B représentant
I’allocation des B premieres colonnes qui sera reproduit périodiquement. Ainsi, I’allocation
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obtenue est périodique de période B.

— Le motif est déterminé par I’Algorithme [ présenté Page : cet algorithme fournit le
nombre de colonnes de tuiles (¢;) par processeur. Ensuite, les processeurs sont réindexés de
telle maniere que cit; < cota < ...cpt,. Alors le processeur P posséde les ¢ premieres
colonnes de tuiles , P» les ca colonnes de tuiles suivantes, etc. Le processeur P, possede les ¢,
dernieres colonnes de tuiles.

— A Tlintérieur d’un bloc de ¢; colonnes de tuiles, les tuiles sont exécutées par le processeur P;
dans l'ordre lexicographique qui favorise la direction horizontale.

Remarque 5. Du fait des dépendances horizontales, avec une allocation cyclique des colonnes
ou B = P et ¢; =1, les tuiles seraient exécutées au rythme du processeur le plus lent, c’est a dire
(asymptotiquement) comme si tous les processeurs avaient un temps de cycle égal a max(t;).

Remarque 6. Un algorithme glouton naif (dés qu'un processeur a terminé son travail, la co-
lonne & exécuter suivante lui est attribuée), allouerait les colonnes cycliquement sur les processeurs.

Remarque 7. Une allocation par colonnes utilisant I’ Algorithme incrémental ne fonctionne pas.

En effet, de méme que pour une allocation cyclique des colonnes, bien que 1’équilibrage global des
charges soit bon, la présence des dépendances horizontales ralentit le processus au rythme du pro-
cesseur le plus lent.

Remarque 8. Intuitivement, le réordonnancement des processeurs par leur temps d’exécution
cit; tels que c1ty < caty < ... < cpty, est effectué afin que les processeurs ne s’attendent pas mutuel-
lement.

Tout comme dans le Chapitre B 'idée pour trouver le temps total d’exécution est de chercher
le chemin critique du graphe des taches. Les processeurs ayant une vitesse différente, et ’allocation
n’étant plus cyclique, la longueur des différents chemins doit étre réévaluée. En particulier,
— dans le cas ou r > 0, la longueur du chemin le long de la bordure inférieure évolue quadrati-
quement avec B (cf Figure B4) ;
— la condition 1+7r+c < 0, qui impliquait I'indépendance des colonnes dans le cas homogene, se
traduit dans le cas hétérogene par 'inégalité V(j, j'), ¢jtj+Tecomm+rcjtjcy < 0 (cf Figure B3).
Intuitivement, notre ordonnancement est asymptotiquement optimal, relativement a I’équilibrage
de charge, si le processeur P, travaillant le plus longtemps n’est jamais inactif, sauf au début et a
la fin de I'exécution globale. Une telle condition se traduit par le fait que le chemin horizontal entre
deux bandes de colonnes de tuiles consécutives, possédées par le méme processeur, est plus petit
que le temps passé par ce méme processeur pour exécuter toute une bande de colonnes de tuiles
(Me;t; unités de temps). La Figure illustre cette condition dans le cas ou r > 0.
Analysons le probleme de maniere plus formelle. Pour cela, et afin de simplifier les notations
par la suite, considérons a présent que co = ¢, et que Vi > 1, ¢; = ¢; 0dulo .
Alors, le processeur P, n’est jamais inactif (sauf au début et & la fin) si le temps d’exécution d’un
bloc de ¢, colonnes de tuiles est plus long que le temps de latence de démarrage. Cette condition
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o = ]
rejp1+ 14 — il . .
7+1 '~ : i ' 7"(]/ o j)/j/;/

t
72 ce(reres + Dt + Toomm T (L+r+e)
Cas hétérogene Cas homogeéne

Fi1a. 6.4: Longueur de latence horizontale quand r > 0 : dans le cas hétérogéne le chemin critique
est situé le long de la bordure inférieure.

. . J'=1
1 PJ k=j (thk + 7—comm)
Py
: i
! -r Zk:j Ck
t }
i1 L 4
k=;j Ck 7
j'—1 " i1t i'=1 1
max k=3 Ck(_rcj/ j/)a Zk:j (cuth + Teomm) k=j max(—r, 1+ c)
Cas hétérogene Cas homogeéne

F1G. 6.5: Latence horizontale quand r < 0 : la condition 1 +r + ¢ <0 du cas homogéne, se traduit
dans le cas hétérogéne par Uinégalité V(k, j'), city + Teomm + regtjey < 0.
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B tuiles B tuiles -
: ! I
M X c3 X t3 ! //
M tuiles
p |
///////////////_

cs(rer + D)tz + c1(rea + 1)t1 + ca(res + 1)ta + 3Teomm

F1G. 6.6: Allocation lorsque B =9 pour p = 3 processeurs de temps de cycle respectifs (t1,te,t3) =
(3,7,5)teqic : on a (c1,c2,c3) = (4,2,3). Le processeur Ps n’est jamais inactif (sauf au début et a
la fin de Uexécution globale) si le temps d’exécution d’un bloc de colonnes (partie grisée en clair)
est supérieur au temps de latence horizontal (partie grisée en foncé).

peut ainsi étre approximée par I'inégalité suivante :
Condition (C)

Soit 7 > 0 et Mt,c, > Z?Zl [cj(rcjs1 4+ 1)t + Teomm)
Soit 7 < 0 et V(j,j:,), c?-tj + Teomm + rejtycy < 0 (latence nulle) )

ou bien si M + (B —¢p)r > 0, Mtpe, > Briye, + 3201 (¢itj + Teomm)
On peut déja faire les remarques suivantes :

1. Tout comme pour le cas homogene, r a tout intérét a étre le plus petit possible. Rappelons
que l'intervalle de liberté de r est limité par le cone de dépendances.

2. Lorsque 7 > 0 la valeur limite de M augmente avec B2.

3. Si la condition (C') n’est pas vérifiée, les processeurs sont fortement inactifs. Il faut donc, en
pratique, chercher & atteindre cette condition (cf Paragraphe pour une discussion sur le
choix de B).

Théoréme 11 Si la condition (C) est vérifiée, alors le temps total d’exécution peut étre majoré
par ’expression
- Sir>0,

w
Teze =~ Z [cj(rej1 + Dty + Teomm] + Mtyep \‘EJ + Z [cj(rej1 + 1)t + Teomm]
Ji<p J<f
- Sir<Qo,
+ +
W
Tege = Z ci(tj +reptp) + Teomm |+ Mtpe, {EJ + Z ci(tj + reptp) + Teomm
Ji<p Ji<f
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ou f est l'indice, modulo p, du processeur exécutant la derniére colonne de l’espace d’itérations
(si lindice de ce dernier processeur vaut p, alors f =0).

Preuve. Cette formule correspond a la longueur du chemin décrit Figure : selon que r > 0 ou
pas, la latence horizontale s’exprime différemment, comme décrit figures et Ainsi, la preuve
peut étre calquée sur celle du cas ”Forme parallélogramme-distribution cyclique” de la Page

W tuiles

—

M tuiles

- P
P1°. 4

F1a. 6.7: Lorsque la condition (C) est vérifiée, le temps d’exécution total (chemin critique grisé)
correspond a la somme du temps de latence initial, du temps d’exécution du processeur P, et du
temps de latence finale. Ici, r > 0, p=4 et f = 3.

6.4.2 Equilibrage de charge vs latence d’exécution.

Dans ce paragraphe, nous abordons dans un premier temps le probleme lié au choix de B.
En effet, B a une influence a la fois sur ’équilibrage de charge, mais aussi sur la latence entre
chaque période. Lorsque la taille du domaine d’itération est petite, le fait de paver celui-ci avant
d’effectuer 1’équilibrage de charge rend le probleme encore plus critique. Nous proposons donc dans
un deuxieme temps une approche différente dans laquelle le pavage est effectué apres ’équilibrage
de charge : I’Algorithme [ est adapté afin d’assurer durant la phase d’allocation des taches une
granularité suffisante.

Choix de B. Les caractéristiques de I'application et du systéme jouant un role important dans
la détermination analytique d’'un B “optimal”, nous nous restreindrons ici a quelques remarques
assez générales.
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Remarque 9. Reprenons la définition du colit moyen d’exécution d’un atome introduite dans
le Paragraphe Page : pour un équilibrage optimal (o1,...,0p) avec un motif de largeur

B, tpwra(B) = %ﬂztl Clairement, imp o0 tpera(B) = ﬁ C’est le colt d’'un équilibrage
SiSp ot

“parfait”. Notons le t,qrq(00). A priori, B doit étre le plus grand possible. En fait, la vitesse de
chaque processeur n’a pas de valeur tres précise, méme pour une séquence d’instructions fixes, et
il est illusoire de vouloir prendre une valeur de B tres grande.

Il faudrait donc exprimer analytiquement pour chaque B, 'erreur commise par un équilibrage
donné. Mais, comme en témoigne I'exemple présenté Tableau B2, t,qrq : B —— tparq(B) n’est
pas une fonction décroissante de B. Faute d’avoir une expression analytique simple du degré de
déséquilibre obtenu pour un B fixé, nous nous restreignons a borner cette valeur. C’est le résultat
que fournit le théoreme suivant :

Théoréme 12
tpara(B) - tpara(oo) < p— 1
tpara(00) - B

0l tparq(B) est, pour un équilibrage optimal avec un motif de largeur B sur p processeurs, le cott
moyen d’exécution d’un atome.

Preuve. Le déséquilibre d’une allocation est lié a la contrainte d’insécabilité des atomes dis-
tribués. Si tel n’était pas le cas, le temps nécessaire a p processeurs de temps de cycle t1,t2,...,1,
pour exécuter B atomes serait de

B
B X tpara(o0) = -
2li<i<p i
On sait que pour une allocation C = (01,02, ...,0p) optimale de B atomes obtenue a 'aide de I’Al-

gorithme [, si Py est le processeur qui termine son travail en dernier, alors Vi, (0; + 1)t; > osty =
Btpara(B). Le pire des cas est celui ou tous les autres processeurs pourraient, durant leur temps
d’inactivité, exécuter un atome de plus. C’est a dire le cas ot Vi # f, (0; + 1)t; = oyts. Cela se

traduit par #;ﬁf_l) = tpara(B + (p — 1)) = tpara(00). Dol le résultat. [ |

Comme nous 'avons remarqué précédemment, lorsque r est positif, plus B est grand, plus M
doit étre grand pour que la condition (C) présentée Page soit vérifiée. Si cette condition n’est
pas vérifiée, la latence entre chaque période est trop importante et les processeurs sont fortement
inactifs entre chaque bande de colonnes. Si M est grand, ou que r est négatif, il suffit de choisir
une valeur de B assurant un équilibrage a 1 pour cent pres par exemple, et ’allocation obtenue est
asymptotiquement optimale (& un pour cent pres).

En revanche, si M n’est pas assez grand, ’approche consistant a paver d’abord l’espace puis a
allouer ensuite les tuiles, n’est pas bonne. II faut faire l’inverse : pour une valeur de B fixée, allouer
les colonnes aux processeurs puis paver les blocs de colonnes pour favoriser la localité des acces aux
données et la granularité des calculs.
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Assurer la granularité durant la phase d’équilibrage. Le pavage des calculs venant en
amont de I’équilibrage de charge, il faut veiller, durant cette étape, a ce qu'une certaine granularité
des calculs soit assurée. L’idée est alors d’imposer pour tous les processeurs sauf 1 (notons le Pq)
un nombre minimum de taches. Cela peut se traduire par une borne inférieure w; sur le nombre
de colonnes ¢; détenues par chaque processeur P; (i > 1) dans un motif. Le probléme se pose donc
maintenant de la maniere suivante :

— Soient p processeurs de temps de cycle respectifs tq,...,%,.

— Soient wo, ..., w, la granularité minimum requise pour chaque processeur P, ..., P,. Ainsi,
une allocation (c1, ..., cp,) est considérée comme valide si Vi > 1, [¢; > w; V ¢; = 0].

— Soit une largeur de motif B, il faut déterminer I’allocation valide (c1, ..., ¢,) telleque Y 0_; ¢; =

B qui minimise la grandeur maxi<;<p ¢it;.
La réponse est une conséquence du Théoreme [[3 qui nécessite la définition suivante :

Définition 7 (Allocation optimale constructible) Soitcy,...,cq une allocation de > 7, ¢; atomes
sur q processeurs de temps de cycles c1, ..., cq. Cette allocation est dite constructible si elle vérifie
la condition suivante [Vi, (c; + 1)t; > Thae = MaXi<p<q k|-

Bien sur, une allocation constructible est optimale, mais il existe certains cas particuliers d’alloca-
tions non constructibles et pourtant optimales.

Théoréme 13 Soit un ensemble de processeurs de temps de cycle t1,ta,...,t,. Soient B atomes a
allouer avec la contrainte Vi > 1, ¢; > w;], tel que [Vi,wit; < wgty]. Alors, il existe une allocation

valide optimale constructible de ces atomes sur les q processeurs, si et seulement si

q
Xt
Bin = Zmax <wz~, [wqt‘ q-‘ — 1) <B
1

i=1

Preuve. La démonstration se décompose en trois étapes :

1. dans un premier temps nous construisons une allocation constructible optimale de By
atomes sur les g processeurs.

2. Ensuite, nous montrons que cette allocation est valide.

3. Finalement, nous montrons qu’aucune allocation constructible optimale de B,,;, — 1 atomes
sur g processeurs n’est valide.

[Construction d’une allocation optimale] Montrons tout d’abord que I'allocation C = (cq, ..., ¢q)
définie par
Wq X T
Vi, ¢; = max <wz~, {%-‘ — 1) (6.1)
i
est constructible optimale pour B,,;, atomes. En effet, d'une part ¢, = w,. Ensuite, prenons
1<i<q, dapréesBElon a
si ¢; = w;, alors citi = wit; < wyty = 4ty (6.2)
sinon, on a  ¢;t; = qw""t—jt‘?} — 1) t; < th:"ti = ¢qlq (6.3)

Ainsi Thpayr = cqtq. Maintenant, d’apres a nouveau, on a (¢; + 1)t; = {w"t—Xt"-| ti > wgty = ¢4ty

[Validité] L’allocation est valide par construction.
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[Réciproque] Une allocation constructible a B, — 1 atomes est obtenue a partir de ’alloca-
tion & B, atomes en 6tant un atome a 'un des g processeurs : P;. Pour que cette allocation

. . , . N wg Xt
(c1,...,¢—1,...,¢q) soit valide, nécessairement ¢; — 1 > w;, d’oll ¢; # w; et ¢; = {%1 — 1.
1

D’apres B3] I'allocation ainsi construite n’est pas constructible.

L’algorithme de complexité O(plog(p)) est alors le suivant :

Algorithme 9. Allocation statique optimale de B atomes indépendants sur p processeurs
de temps de cycle respectifs t1 < to < ... < t, a l'aide d’une granularité minimale respective
w2, ...,Wp.

Distribue(B, t1,ta,...,tp, w2, ..., wp)

{ Détermine par dichotomie I'ensemble {P;, ..., P,} des processeurs utilisés}
q= max{i > 1,5 max (wk, {w’t—:t’—‘ — 1) < B} u {1}

{ Initialisation : calcule ¢; (i < q) tels que ¢; x t; = Constante et ci +ca+ ...+ ¢4 < B }
doi=1,q

1
t;

Ci = |wg T X B
=11,

dot=¢qg+1,p
C; = 0
{ Incrémente itérativement les ¢; qui minimisent le temps d’exécution tant que > 7_; ¢; < B}
while Y>°7_, ¢; < B do
trouve k € {1,...,q} tel que t; X (cx + 1) = min{t; x (¢; + 1)}
c,=cp+1
Retourne(cy,ca,...,¢p)

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé différents problemes liés a 'implémentation de programmes
sur un ensemble de ressources de calcul hétérogene. Nous nous sommes restreint pour cela a la re-
cherche d’une allocation statique unidimensionnelle des données. Nous avons traité le probléeme
de I'équilibrage de gros grains de calcul indépendants. Puis nous avons adapté ’algorithme dyna-
mique de Robert et al. [2I] fournissant une solution au probleme d’équilibrage statique de charges
indépendantes, pour construire une distribution adaptée a la décomposition LU. Finalement, nous
avons rediscuté le probleme de pavage, abordé dans le Chapitre Bl dans le cadre de ressources
hétérogenes.

Les modeles de machines utilisés ici sont simples. Remarquons en particulier que généralement
I’hétérogénéité des ressources n’est pas réduite a la simple hétérogénéité des vitesses de calcul. Par
exemple, il est nécessaire de prendre en compte la taille mémoire, car elle est rarement proportion-
nelle a la vitesse des processeurs. En fait, il est facile d’adapter I’algorithme incrémental présenté
dans ce chapitre a des modeles plus complexes. Par exemple, il peut étre généralisable au cas ou le
cout C est défini comme suit : C(cy,...,¢p) = maxi<i<p Ci(c;, B) ou C; le cotit du processeur P;
est une fonction croissante de (¢;, B).

La méthode consistant a paver 'espace d’itérations, puis a équilibrer les charges et ordonnancer
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les calculs, est discutable. Lorsque ’espace d’itérations est trés grand, cette méthode est simple
et nous assure un résultat optimal. De méme, dans le cadre de librairies d’algebre linéaire ou les
codes monoprocesseurs optimisés & chaque architecture fournissent des performances inégalables,
cette approche est incontournable. En revanche, dans le cadre de la parallélisation automatique
de petits espaces d’itérations, cette méthode n’est sans doute pas acceptable. L’idée est alors de
forcer la localité et la granularité des calculs, a priori, en introduisant des contraintes (bornes sur les
différentes valeurs a déterminer) lors des étapes d’allocation et d’ordonnancement, puis de paver les
différentes bandes allouées aux processeurs. Nous avons donné quelques éléments illustrant cette
approche dans le cadre du probleme de systemes a différences finies. Ces résultats restent bien
évidemment applicables au cas de ressources homogenes.



Chapitre 7

Ressources hétérogenes : pavage 2D et
algorithmique.

7.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de fournir les éléments nécessaires a l’extension de la librairie ScalLA-
PACK [15] & un réseau de stations hétérogene. Plus précisément nous concentrons notre étude sur
des noyaux d’algebre linéaire dense tels que la multiplication de matrices et les décompositions LU
et QR. Notre but n’est pas de réécrire entierement la librairie ScaLAPACK, mais de profiter de sa
structure hiérarchique afin de n’en modifier que la couche supérieure.

Lorsque les machines ne sont pas homogenes, une distribution bloc-cyclique n’est plus adaptée ;
il faut donc trouver un nouveau format (générique) de distribution de données. A la lumieére de
I’étude menée dans le chapitre précédent, nous proposons un schéma d’allocation efficace sur un
anneau de processeurs (distribution unidimensionnelle). De maniére générale, une distribution
bidimensionnelle des données est plus efficace qu'une distribution unidimensionnelle, aussi bien
théoriquement [T, 28] qu’expérimentalement [I5]. En particulier, une distribution 2D est plus sca-
lable [27]. Par exemple une pile de PCs reliés par un réseau Myrinet [35] peut virtuellement prendre
I’une ou l'autre de ces configurations. Mais configurer un ensemble de P processeurs hétérogene en
une grille de taille p X ¢ ou pg < P, s’avere un probleme difficile : il faut choisir le meilleur agen-
cement parmi toutes les permutations possibles, et ce probleme est NP-complet. Nous proposons a
cet effet une heuristique polynomiale efficace mais sans garantie.

Ainsi, dans un premier temps (Paragraphe [[2)), aprés avoir briévement rappelé le principe
des algorithmes de multiplication de matrices et de décomposition LU et QR implémentés dans
ScalLAPACK, nous présentons notre stratégie d’allocation de données fondée sur la définition d’une
grille parfaite. L’agencement d’un ensemble de processeurs en une grille parfaite non singuliere
n’existant pas nécessairement, nous introduisons alors dans le Paragraphe [L31] la problématique
liée a la construction d’une grille optimale et résumons quelques résultats connexes antérieurs.
Nous prouvons alors la NP-complétude de notre probleme (Paragraphe [[33]), fournissons quelques
réductions (Paragraphe [[34]) et proposons une heuristique (Paragraphe [[30]). Ces algorithmes
ayant été implémentés, nous avons effectué des mesures de performances que nous décrivons dans
le Paragraphe [L4l Nous concluons ce chapitre par la présentation d’extensions possibles et de
travaux futurs.



122 CHAPITRE 7. EQUILIBRAGE DE CHARGE 2D

7.2 Description des algorithmes, sur une grille homogene et sur
une grille hétérogene parfaite

Dans ce paragraphe, nous rappelons dans un premier temps le principe des algorithmes, im-
plantés dans ScaLAPACK [I5], pour la multiplication de matrices et les décompositions LU et QR
sur une grille bidimensionnelle de processeurs (le cas 1D peut étre vu comme un cas particulier du
cas 2D). Ensuite apres avoir donné la définition d’une grille hétérogene parfaite, nous présentons
notre stratégie d’allocation et décrivons l'algorithme associé.

7.2.1 Algebre linéaire sur une grille 2D
7.2.1.1 Multiplication de matrices sur une grille homogeéne

Considérons le produit de matrices carrées C = A x B de taille n x n. L’algorithme utilisé
par ScaLAPACK est décrit dans [2, 45, [68]. Le principe est le suivant : considérons une grille de
processeurs de taille p x ¢q. Supposons dans un premier temps que p = ¢ = n. Dans ce cas, les
trois matrices partagent le méme schéma d’allocation sur la grille 2D : le processeur P; ; stocke les
scalaires a; j, b; j et ¢; ;. Ainsi a chaque étape £,

— chaque processeur P;j, (pour tout ¢ € {1,..,p}) diffuse horizontalement a;j aux processeurs

Piq.

Lige

— chaque processeur P ; (pour tout j € {1,..,q}) diffuse verticalement by ; aux processeurs
Prp,j-

— de telle maniere que chaque processeur P; ; peut alors indépendamment exécuter ¢; ; = a; ¥
brj + €ij-

Cet algorithme est utilisé dans ScaLAPACK pour sa scalabilité, et parce qu’il ne nécessite aucune
redistribution initiale des données (contrairement a l'algorithme de Cannon [68]). De plus, les
diffusions étant effectuées indépendamment et de maniere réguliere, elles peuvent étre pipelinées.

Comme noté dans le Chapitre B, ScaLAPACK utilise une version pavée de cet algorithme :
chaque scalaire dans la description ci-dessus doit étre remplacé par un bloc de taille b x b. Une
matrice de taille nb x nb sera donc & partir de maintenant considérée virtuellement comme une
matrice de taille n X n oll un élément atomique est un bloc de taille b x b. De plus, généralement,
le nombre de blocs est bien supérieur a pq, et ceux-ci sont distribués cycliquement sur la grille
de processeurs, de telle maniére qu’a chaque étape un processeur soit responsable de la mise a
jour de plusieurs blocs. En d’autres termes, ScaLAPACK utilise une distribution CY CLIC(b) dans
chacune des directions, identique pour chacune des trois matrices.

7.2.1.2 Décomposition LU et QR sur une grille homogene

Considérons une matrice A constituée de n? blocs de taille b x b que 'on souhaite décomposer
en LU. Supposons que les k € {1,...,n} premiéres colonnes de blocs aient déja été mises a jour. A
I’étape suivante,

1. la colonne de blocs suivante est factorisée et permutée si nécessaire (en fonction du pivot).
C’est ce que l'on note par "F”. Cela correspond au calcul de la partie L de la décomposition
LU : calcul d’un facteur et d’'une permutation. La factorisation d’une colonne nécessite des
communications verticales au sein de I’ensemble des processeurs détenant cette colonne.

2. Le facteur pivot inférieur est alors diffusé aux processeurs de droite en utilisant une topologie
d’anneau, c’est a dire communiqué a son voisin de droite qui lui méme le communique a son
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voisin de droite, etc. Cette forme pipelinée permet un recouvrement de la diffusion par les
calculs.

3. Chaque facteur supérieur peut alors étre mis a jour. Phase que I'on note "U” comme up-
date. Chacun de ces facteurs est diffusé aux processeurs de la méme colonne en utilisant une
topologie d’arbre couvrant minimum, et les blocs restants peuvent ainsi étre mis a jour.

Cette version appelée ”outer-product algorithm”, choisie pour 'implémentation de ScaLAPACK [27],
est scalable et fournit de bonnes performances [A1l, 27, [[4]. La parallélisation de la décomposition
QR est analogue [30), 25].

La Figure [Tl représente le graphe des taches de cette version. En pratique, la factorisation du
pivot (“F” sur le schéma) est effectuée juste apres sa mise a jour (“U” sur le schéma) afin de pouvoir
débuter sa diffusion le plus to6t possible. Ainsi, si la machine cible le permet, les communications
liées a la diffusion sont recouvertes par les calculs de mise a jour.

Fi1a. 7.1: Graphe de taches des décompositions LU et QR. L’indice “F” correspond a la factorisation
du pivot et “U” a la mise a jour.

7.2.2 Grille 2D hétérogene de processeurs parfaite

Définition d’une grille parfaite. Considérons p x g processeurs P; ; de temps de cycle ¢; ; ou

1 <i<petl<j<q. Une telle grille est dite parfaite si la matrice des temps de cycle T' = (t; ;)
1

(ou la matrice des vitesses S = (s;;) = (Z)) est de rang 1.

Si1: ’ . J ~
Notons 1 = 1 et r; = S;’ll‘q, les deux vecteurs s; 1.4 et sq,1.4 €étant colinéaires. De méme, notons
,1:q ’
S1. i . , .
c1 = s11 et ¢; = 2221 x ¢1. Avec ces notations, on définit les vecteurs colonne 7 = (rq,72,...,7,)
5 vl $1:p,1 I ) ) »I'p
et ¢ = (cy1,ca,... 7cq)t, et I'on a S = rc!. Remarquons que la matrice Ty, = rTc! a tous ses coeffi-

cients égaux a 1. En fait, la matrice T, fournit le temps d’exécution de chacun des processeurs.
Le fait que tous les coefficients vaillent 1 signifie que tous les processeurs terminent en méme temps
(équilibrage parfait).

La colonne de processeurs Pp., ; peut alors étre virtuellement considérée comme un processeur
de vitesse ¢; (il faut donc lui assigner un nombre de colonnes proportionnel a ¢;). De méme, la ligne
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de processeurs P; 1., peut étre virtuellement considérée comme un processeur de vitesse r; (on doit
lui assigner un nombre de lignes proportionnel & r;).

Ainsi, de maniére statique, ¢ une permutation des lignes et des colonnes prés, Iallocation des
données d’une matrice sur une grille de processeurs parfaite se présente comme schématisé dans la
Figure

c1 Cc2 c3 Cq
71 P11 P2 P13 P14
T2 P2y Psa Pas Pay
T3 P3y P32 P33 P34

Fia. 7.2: Allocation des matrices sur une grille de processeurs de taille 3 x 4.

En d’autres termes, l'allocation des données sur la grille de processeurs parfaite peut étre
décomposée en deux temps : une allocation horizontale et une allocation verticale. Il suffit donc
d’appliquer les résultats du Chapitre @l & chacune de ces deux directions pour obtenir ’allocation
souhaitée. Le paragraphe suivant est voué a la description précise de cette allocation, légerement
améliorée dans la direction horizontale afin de tenir compte du pivot dans la décomposition LU (cf

Paragraphe G.3.7]).

7.2.3 Allocation sur une grille parfaite

Rappelons que les matrices de taille nb x nb sont initialement pavées en tuiles de taille b x b. Ce
sont ces tuiles qui sont distribuées sur les processeurs. Un degré de virtualisation est donc ajouté,
et on parlera a partir de maintenant de matrices de taille n X n.

La construction de l’allocation se décompose en plusieurs étapes. Afin d’illustrer son principe
considérons I’exemple suivant :

— On dispose d’une grille de 2 x 3 processeurs de temps de cycle T' = ( 2 150 174 >

— la matrice est de taille 12 x 12.

Allocation cyclique d’un motif. Dans un premier temps, on fixe une taille de motif B, x B,
(similaire a la largeur de motif (B), utilisée dans les paragraphes B30 et GZZ). Le motif, constitué
d’indices de processeurs, est a déterminer. Il est reproduit périodiquement dans chacune des deux
directions, avec une période B, dans la direction horizontale et B;, dans la direction verticale. Bien
sir, B, et B, peuvent étre choisis égaux a n. Plus ils sont grands, plus I’équilibrage de charge
statique est bon, mais prendre des valeurs trop grandes est inutile (cf Paragraphe BZ2). D’autre
part, il peut étre intéressant de prendre de petites valeurs pour B, et B, afin que I'allocation soit
la plus réguliere possible.

Pour notre exemple, nous pouvons prendre B, = 3 et B, = 6.
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Détermination verticale du motif. Nous cherchons ici une allocation des matrices commune
aux différents algorithmes d’algebre linéaire considérés dans ce chapitre.

— pour la multiplication de matrices, ’ensemble des lignes doit étre bien équilibré.
— pour les décompositions LU ou QR, a toute étape k, 'ensemble des lignes {k,k + 1,...,n}
doit étre bien équilibré.

On en conclut que pour tout m, 'ensemble {m,m+1,..., By} des lignes du motif doit étre équilibré.

11 suffit donc d’appliquer le principe de ’algorithme incrémental présenté dans le Chapitre B, ce

qui donne :
Algorithme 10. Allocation statique verticale pour la décomposition LU sur p lignes de
processeurs de temps de cycle t11,121,131,-..,tp1-

Distribue_lignes(B,,t1,1,t2.1,t3.1,...,tp1)
{ Initialisation }
doi=1,p
T, = 0
{ Construit itérativement I'allocation o du bas vers le haut}
dom = Bp,1:—1
trouve k € {1,...,p} tel que ty 1 X (rpy+1) =min{t;; x (r; + 1)}
T =7+ 1
oylm] =k
Retourne(o,,71,72,...,7p)

Ainsi, pour notre exemple, I’Algorithme donne verticalement le motif (PP Py ) corres-
pondant au résultat o, = (2,1,1).

Détermination horizontale du motif. Cette étape est plus complexe, car il faut tenir compte
du pivot de la décomposition LU. Il faut donc trouver un équilibrage statique global, tel qu’a chaque
étape la factorisation du pivot ainsi que les mises a jour soient globalement équilibrées. La solution
est basée sur les idées suivantes :

— allouer systématiquement la colonne du pivot & la colonne de processeurs la plus rapide. Ainsi,
a l’étape k, la mise a jour et la factorisation de la k-ieme colonne de blocs sont effectuées par
la colonne de processeurs la plus rapide (notée P.p1).

— l’allocation statique est déterminée en utilisant une version légerement modifiée de 1'algo-
rithme incrémental : les deux premiers atomes sont automatiquement alloués a la colonne de
processeurs la plus rapide.
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L’algorithme d’allocation est le suivant :

Algorithme 11. Allocation statique horizontale pour la décomposition LU sur q colonnes de

processeurs de temps de cycle t11 < t12,t13,...,t1,4.
Distribue_colonnes(B,, t1 1,t1,2,t1.3,-.-,t1,4)
{ Initialisation : allocation des 2 premiéres colonnes }
Ccl1 — 2
op[l] = opl2] =1
doj =24
Cj =0

{ Construit itérativement I'allocation o}, de la droite vers la gauche}
dom = Bg,3: -1
trouve k € {1,...,q} tel que t1; X (¢t +1) = min{t1; x (¢; + 1)}
c,=cp+1
Uh[m] =k
Retourne(oy, ¢y, ¢, ..., ¢q)

Sur notre exemple, on obtient donc comme motif horizontal (PP 1Py 2Py 1P 3P 2) corres-
pondant au résultat oy, = (1,1,2,1,3,2) .
En conséquence, le motif vaut

Py Py Poo Po1 Pz Poo
Py Py Pio Pin Pig P |,

Pii Pin Pio Pii Pig Pip

et l'allocation est donnée par la table suivante :

Py Poy Pog Py Pog Pog Poy Poy Pog Poy Pog Pao
Py Py Pia Py Pig Prg Py Piyp Pia Py Pig Prg
Py Piy Pio Piy Pis Pio Piy Pig Pio Py Prs Pro
Py Poy Pog Py Pog Pog Poy Poy Pog Poy Po3 Pao
Py Py Pia Py Pig Prg Py Piyp Pia Py Pz Prg
Py Piy Pia Piy PigPrg Piyg Piy Piao Py Pz Prg
Py Poy Pog Py Pog Pog Poy Poy oo Poy Po3 Pao
Py Py Pia Py Pig Prg Py Piyp Pia Py Pz Prg
Py Piy Pia Py PigPrg Piyg Piy Piao Py Pz Prg
Po1 Po1 Poo Poy Pog Poof Po1 Py Poo Poy Posg Popo
Py Py Pia Py Pig Prg Py Piy Pia Py Pz Prg
Py Piy Pia Pry PigPrg Piy Piy Piao Py Pz Prg

Une fois l'allocation déterminée, I’algorithme de factorisation LU se décompose de la maniére sui-
vante :
— Etape 1 : factorisation par la premiere colonne de processeurs Pi.,1 de la premiere colonne
de blocs. Diffusion horizontale du facteur vers les autres colonnes de processeurs.
— Etape k > 1, premiére colonne de processeurs (P.p) :
— mise a jour puis factorisation de la k-ieme colonne de blocs.
— diffusion de la k-ieme colonne vers les autres colonnes de processeurs. C’est a dire chaque
processeur P; 1 diffuse aux processeurs P; 2.4 le bloc A; ;.
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— réception de la (k + 1)-ieme colonne de blocs provenant de la o[k + 1]-iéme colonne de
processeurs (P, o, (x])-
— mise a jour des blocs restants.
— Etape k > 1, o[k + 1]-iéme colonne de processeurs (Py., 5, k+1]) :
— mise a jour de la (k + 1)-iéme colonne de blocs.
— envoi de cette colonne a la premiére colonne de processeurs. C’est a dire, chaque processeur
P; 5, 1k+1) envoie le bloc A; ;11 au processeur P ;.
— mise a jour des colonnes de blocs restantes
— Etape k > 1, processeurs restants : mise a jour des blocs de colonnes restantes.
Le schéma de la Figure représente les taches exécutées par les différentes colonnes de pro-
cesseurs (les communications verticales ne sont pas représentées), pour ’ensemble de processeurs
de notre exemple et sur une matrice de taille 6 x 6.

colonnes
Btape 1 £ ]flffuswn de Fy * -
U2,1(F1) U3’1(F1) U4,1(F1) UG,l(Fl)
Etape 2
FQ(UQ,l) Usa Diffusion de F» -
|
Us2(F2) | Us2(F2) Us,2(F2)
Etape 3
F5(Us,2) Diffusion de F5  _
Etape 4
Us,s P
(] r
P*,Q
Ui I -
\]

Fic. 7.3: Allocation et graphe des taches de la décomposition LU sur 6 colonnes et 8 colonnes de
processeurs de temps de cycles respectifs 3,5 et 7. Fy représente la factorisation de la colonne k et
Uj i représente la mise a jour de la colonne j a laide du facteur Fy.

7.3 Allocation d’un ensemble de processeurs hétérogene sur une
grille 2D

Dans le paragraphe précédant, nous avons présenté la stratégie d’allocation sur une grille
hétérogene parfaite de processeurs, et décrit dans ce cas le principe de l'algorithme de factori-
sation LU. Dans ce paragraphe, nous traitons le cas général d’un ensemble hétérogene quelconque
de processeurs en essayant de se rattacher au cas particulier d’une grille parfaite. Ainsi, ce para-
graphe peut étre décomposé de la maniere suivante : dans un premier temps, nous introduisons la
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problématique puis formalisons le probleme qui ainsi exprimé est NP-complet. C’est ce que nous
prouvons alors. Nous proposons alors une méthode exhaustive ainsi qu’une solution heuristique.

7.3.1 Problématique

En pratique, il est rare qu’il soit possible d’agencer un ensemble de processeurs hétérogene
donné, en une grille parfaite non singuliere (i.e. non réduite & un anneau). Prenons par exemple
quatre processeurs de temps de cycle 1,2,3 et 5 : il n’existe pas de matrice de taille 2 x 2 et de
rang 1, constituée des nombres 1,2,3 et 5. Un temps de cycle ne pouvant, bien entendu, pas étre
utilisé deux fois.

Il existe deux solutions pour pallier a ce probleme. Soit on agence les processeurs en une grille,
1

3 5 ), et on approche cette grille par une grille parfaite, par exemple TP =

par exemple T = <

1 2

3 6
semblable a celui schématisé Figure Soit on cherche un découpage des données autre qu’un
découpage en grille (cf Figure [[4]). C’est la solution proposée par Kalinov et Lastovetky [61].

. C’est la solution choisie dans ce chapitre. On obtient alors un découpage des données

Solution de Kalinov et Lastovetsky. L’article de Kalinov et Lastovetky est le seul a notre
connaissance traitant du probleme d’allocation de données pour I'implémentation de l'algorithme
de décomposition LU sur une grille 2D. Ils proposent une distribution “bloc-cyclique hétérogene”,
et utilisent 'outil de programmation mPC [§]. Ils considérent un agencement des processeurs fixe,
dont ils ne donnent pas de méthode de construction, et allouent les données “par colonne”.

L’idée est la suivante : considérons un ensemble de processeurs de temps de cycle T' = (t;;) ou
T n’est pas nécessairement de rang 1 et peut contenir des noeuds vides (t;; = 00).

1. dans un premier temps on définit, tout comme pour 'allocation sur une grille parfaite, un
motif de taille B), x B, qui sera reproduit cycliquement dans chacune des deux directions.

2. ensuite, on équilibre chaque colonne de processeurs indépendamment. Ainsi, le processeur P;;

2 % L lignes qui lui sont attribuées.

. . B
a approximativement r;; ~ 3=
i T
tkj

i X<k
3. puis on équilibre les colonnes en prenant pour chaque colonne de processeurs Pi., ; comme
. L L . . . . . o~
vitesse v; = Zlgz‘gp 0 Ainsi, la colonne de processeurs Pp.,; a approximativement c¢; ~

V4 . . . 2
B, x <~—2— colonnes qui lui sont attribuées.
21<k<q Vk

La Figure [l représente le type de motif que I'on obtiendrait pour un ensemble de 5 processeurs

t11 ti2
agencés selon T = to1 to2
(0.8} t372

Comme on peut le remarquer sur cette figure, un processeur peut posséder plus d’un seul voisin
a sa droite. Cela rend I'implémentation de la diffusion difficile, et c’est pourquoi nous avons choisi
dans ce chapitre de nous restreindre au cas d’une allocation “en grille”. La recherche d’une allocation
optimale par colonnes semble néanmoins nécessaire dans le cas ou la vitesse des différentes ressources
varie au cours du temps. Le probléeme est alors dual a celui traité ici : sous la contrainte d’un
équilibrage de charge parfait, on cherche I'allocation qui minimise le surcolit des communications.
Une solution heuristique est proposée dans [60] et nous fournissons une solution optimale en un
temps polynomial dans le Chapitre [ de cette these.
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C1 C2
Py 71,2
1,1 Py
P 72,2
72,1 P
2.1 Ps s 3,2

Fia. 7.4: Schéma d’une allocation par colonnes sur un ensemble de 5 processeurs.

Découpage en grille. Le probleme de découpage d’un carré en grille a été fortement étudié dans
un contexte dual : il s’agit d’allouer un ensemble de calculs hétérogéne sur une grille de processeurs
homogene. En d’autres termes, étant donnée une matrice de nombres entiers positifs, il faut trouver
un partitionnement de cette matrice en grille minimisant le maximum des poids de chaque partie,
le poids d’une partie (un rectangle) étant la somme des entiers qu’elle contient. Ce probleme est
NP-complet [51], et des solutions heuristiques sont proposées dans [65], 9.

Problemes géométriques connexes. Le probleme d’optimisation que nous traitons dans ce
chapitre est semblable & un certain nombre d’autres problemes géométriques existants. Une synthese
est effectuée dans le chapitre suivant. Notons néanmoins que de nombreux problemes d’optimisation
géométrique NP-complets sont décrits dans le “NP-Compendium” [34] [10].

7.3.2 Formalisation du probleme

Considérons P processeurs Pi, P, ..., Pp de temps de cycle t1,ts,...,tp. Le probleme est
d’agencer ces processeurs sur une grille bidimensionnelle de taille p x ¢ < P la plus “proche”
possible d’une grille parfaite. En d’autres termes, on veut trouver un agencement associé a une
grille parfaite, de telle maniére que l’allocation ainsi construite permette une exécution du produit
de matrices en un temps minimal. I’approximation s’applique aux deux autres algorithmes LU et
QR.

Considérons un tel arrangement des pg < P processeurs en une grille de taille p x ¢. Réindexons
les processeurs par F;; et leur temps de cycle par ¢;;. Supposons que soit assigné au processeur P;;
un rectangle de taille r; X ¢;. Il y a alors plusieurs manieres équivalentes d’évaluer la valeur de cette
allocation :

— Chaque processeur P; ; travaillant durant r; X c; xt;; unités de temps, le temps total d’exécution

d'un motif (de taille By, x By = (3_7_; 7 X Y_j_; ¢;) vaut donc

toxe = maX{T‘Z' X tij X Cj}.
2¥)

,

Cette fonction de r = (rq,...,7p) et ¢ = (c1,...,¢q) étant bilinéaire, le cotit d’une allocation
peut étre normalisé a un motif de taille 1 x 1. On obtient le probléme d’optimisation suivant :
Objectif Obj; : min max{r; X t;; X ¢;}

(Cimi=hY e=1) bJj
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A partir d’une solution au probleme Objq, on déduit le motif recherché en multipliant les r;
par B), et les ¢; par B, et en ajustant a des entiers proches.

L’expression duale de ce probleme d’optimisation est la suivante : quelle est la taille de motif
maximum pouvant étre traité en une unité de temps par I’ensemble des processeurs? On
aboutit au probleme d’optimisation équivalent suivant :

Objectif Objz :  max {3 ri) x (3 ¢))

riXtij Xc;<1 p ;

De méme que dans le cas précédent, il suffit de multiplier chacun des r; par g’; - et chacun

des ¢; par ZB—‘éj pour obtenir le motif recherché initialement.

Dans cette expression il y a p + ¢ variables r; et ¢; alors qu’il n’y a que p + ¢ — 1 degrés de
liberté : si on multiplie les r; par un facteur A et que l'on divise les c; par ce méme facteur,
on obtient une solution équivalente. Ainsi, on peut imposer, sans perte de généralité, r; = 1.
On peut alors, dans ce cas, manipuler ’équation ci-dessus et obtenir

p

p
)x (e} = Qi) x
rlxgg}éjgl{(z TZ) ( C])} H];’?X{C] avec ITEIE}EJ'XC]'<1 TZ C] }}

i=1 j=1 i=1 j=1

= max{(z Ti) X max {(ZC])}}

T cj avec 1y Xt;5Xc; <1

=1 7=1
P q
= max{(z i) X max Zc]
Ti =1 Vi, c]_m =
. 1
= max{ Zrz Zm@ln{n <t b}
=1 =

= maX{(Z Ti) X (Z m)}

1 j=1

.
I

On a ainsi une expression avec p variables et (p — 1) degrés de liberté. Mais cette expression est
difficilement utilisable. Nous avons essayé de réduire cette équation en vain (ceci nous a conduit
a une solution analytique pour le cas p = ¢ = 2 [I7]). De plus, le probléeme qui nous concerne est
plus complexe. En effet, il nous faut minimiser I'une de ces expressions pour tout agencement de
pq processeurs en une grille de taille p X g. En fait, ce probleme est NP-complet. C’est ce que nous
nous proposons de montrer dans le paragraphe suivant.

7.3.3 NP-Complétude

Dans ce paragraphe, nous formalisons le probleme d’optimisation précédemment décrit et res-
treint au cas particulier p = ¢ et P = p?, et prouvons sa NP-Complétude. Nous utilisons & cet effet,
la notion (plus pratique) de vitesse d’un processeur définie comme s; = % Nous débutons avec la
définition du probléme d’équilibrage de charge 2D ol o représente I'arrangement des p? processeurs
sur la grille de taille p x p, et r; et ¢; les variables utilisées dans Objj.

Définition 8 MAX-GRID(s) : soient p*> nombres réels positifs s1,. .. trouver

) p 7

(r1,...,7p,C1,...,Cp) et un arrangement (bijection) o de [1,p| x [1,p] vers 1,p?]
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tels que
P

Vi, 5) € [Lp] % [Lp),  riey < spqg) et (O 1)
=1 J

c;) soit mazximal.

-

1

Le probleme de décision associé au probleme d’optimisation MAX-GRID est le suivant :

Définition 9 MAX-GRID(s,K) : soient p> nombres réels positifs sq, ... ,Sp2 et un nombre réel
positif K, existe-t-il

(r1,...,Tp, €1, ..., Cp) ainsi qu'un arrangement (bijection) o de [1,p] x [1,p] vers [1,p?]

tels que

V(i 5) € [Lp] x [Lpl,  7icj < 8o et O )OO _cj) > K ?

=1 J=1

Théoréeme 14 MAX-GRID(s,K) est NP-complet.

Preuve. La preuve est longue et assez technique. Elle nécessite plusieurs lemmes. L’idée est de
réduire le probleme a celui de 2-Partition :

Lemme 11
2P-eq <p MAX-GRID,

ot 2P-eq est défini comme suit :

Définition 10 2-Partition-Equal (2P-eq)
Soit un ensemble de m entiers A = {a1,...,an}, eviste-t-il une partition de {1,...,m} en deux
ensembles A1 et As tels que

Z a; = Z a; et card(Ay) = card(Az) ?

1€ A i€As

Comme 2P-eq est NP-complet [47], le Lemme [T prouve le Théoréme [T

(a) Réduction : 2P-eq <p MAX-GRID(s,K). Considérons une instance arbitraire du
probleme de 2-Partition-Equal, i.e. la donnée d’un ensemble A = {aq,...,a2,} composé de 2n
entiers. Il nous faut transformer polynomialement cette instance en une instance du probléme
MAX-GRID ayant une solution si et seulement si I'instance initiale de 2-Partition-Equal admet
une solution.

Définissons pour cela {b1,...,ba,} par Vi,b; = (a; + 2nmaxy a). Ainsi, 2nmaxa; < b; <
(2n 4 1) max a;. On considere alors l'instance du probleme MAX-GRID (notée abusivement MAX-
GRID(by, ..., boy, K)) ou

o by)?
K = (4nmaxa;)?+ Zfﬁl b; + 74((42715;(;)2,
51 = (4nmaxa;)?,
Si+1 = bl', V’i, 1 S ) S 2n,
si = 1, Vi, 2n+2<i<(n+1)>2



132 CHAPITRE 7. EQUILIBRAGE DE CHARGE 2D

Par la suite, nous allons montrer qu’une solution a ce probléme est nécessairement de la forme
schématisée dans la Figure [T, ou o, restreint a 'ensemble ([2,n+1],1) (1, [2,n + 1]), définit une
bijection avec [2,2n + 1] et

rie; = (4nmaxa;)?,
. , b
\V/Z, 2 S 1 S n + 1; ’I“Z' = —gl’l)’
. . bo(1.i
Vi, 2<j<n+1, ¢ = ZLi
So(1,2) So(1,4) So(1,n+1)

Vo |

r1 So(1,1)
ro i So(2,1)
ry = 502_711) t So(i,1) N

TiCj < So(d5)

rus § [ Seen

So(1,4)

C1 C2 Cj = =

Cn+1

F1a. 7.5: Solution de MAX-GRID(by,bs, ..., bop, K).

Ainsi, nous pouvons vérifier que

P P n+1 n+1

O Q) =2 K <= bia) = Y b1
2 2

i=1 j=1

De maniere intuitive, comme s; est largement plus grand que les autres aires et que b; > 1,
il faut (& une permutation pres sur les lignes et sur les colonnes) positionner s; dans le coin en
haut a gauche et remplir la premiere ligne et la premiere colonne avec les b;. Il est donc possible de
saturer chacun de ces processeurs en prenant ric; = s1, r; = S"éi‘l) et ¢; = w Ensuite, l'aire de
la grille est maximale lorsqu’elle est équilibrée, c’est a dire si les b; vérifient 2P-eq. Ces différents

points constituent les étapes successives de la preuve ci-dessous.

Lemme 12 i (37} 7“2)(27;1 ¢;) > K, alors Uaire assignée au processeur de vitesse s1 a pour

valeur minimum 11n’max a;2.
Preuve. A une permutation pres, supposons que o~ (1) = (1,1), c’est & dire que I'aire assignée
au processeur de vitesse s vaille ric;. Comme ) ;o8 < 5n’max a;2, et que

p p

O ¢) <mea+ > s

=1 j=1 1>2
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on a

ricy > 11n’max aiQ.

Lemme 13 Soit o une bijection de [1,n + 1] x [1,n + 1] vers [1 (n + 1)2] telle que o(1,1) =
1. Supposons que ric; > 11n*maxa;? (Lemme [[3), alors (317 r)( ;rll c¢j) est maximal si et

seulement si
{ Vi > 2, 1ic1 = Sg(i,1)
\V/j > 2, Cir1 = sU(Lj)’

Preuve. Par définition,
{ Vi > 2, rict < Sg(,1)
Vi>2, ¢ir < Se(1,)s
et (ijll 7“1)(2?211 ¢j) est maximal lorsque chaque r; et chaque ¢; sont maximals.
De plus, si
Vi > 2, ric1 = Sa(i,l)
Vi >2, ¢ir1 =81
alors toutes les autres conditions r;c; < s,(; ;) sont automatiquement vérifiées. En effet,
V(Z,j) #* (1, 1), 1< S¢(i,5) < (2n + 1) max a;
d’ou
So(i,1) So(1,5)
ra

(2n + 1)?max a;>
2

ric; =

11n2max a;
1

IN N

So(i,5)

Pour un ¢ donné, la valeur maximale de (377} 7“1)(2?211 ¢j) vaut
n+1 Se(il n+1 So(1i
S(U) — (Tl + 2 J(lv ))(Cl + 2 ‘7( 7]))'
c1 1
Notons
n+1 n+1
s=ric, S1= Z So(i,1) €t S2 = Z So(1,4)-
2 2
Alors,
5152

S(o) =s+(S1+ 52) +

Lemme 14

S(0) > K <= (s = (4nmaxa;)?) et (S; = Sy = Zb =)

et alors S(o) > K si et seulement si il existe une solution au probléeme de 2P-eq défini ci-dessus.
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Preuve. Par construction, S + Sy < >_b; et donc S15; < %. De plus, 5159 = (Zi’i)Q si et
>

b A .
5 Ainsi

seulement si S; = Sy =

S(o) Ss—l—Zbi—i—M.

Considérons la fonction g définie par

(b

g(s) = s+ s

2

. . . . . bi
Cette fonction est décroissante puis croissante et admet un minimum en <5~. Comme

b,
% < 11n’maxa;? < s < (4nmaxai)2,

g est maximal quand s = (4nmax a;)%. En d’autres termes,

{ S(0) < (4nmaxa;)? + > b; + 4(@% =K

4dnmaxa;)

S(c) = K si et seulement si (s = (4nmaxa;)?) et (S; = Sz = ZQbi).

D’ou le résultat : MAX-GRID(by, ..., by, K) admet une solution si et seulement si 2P-eq(b1, . .., bay,)
admet une solution et donc si et seulement si I'instance initiale de 2P-eq(aq, ..., a2,) admet une
solution.

(b) Consistance de la transformation effectuée. La derniére partie de la preuve consiste a
vérifier que l'instance du probleme de MAX-GRID s’exprime & ’aide d’un énoncé de taille polyno-
miale en la taille de I’énoncé de 'instance initiale du probleme de 2P-eq.

Lemme 15 Notons MAX = maxy a,. Représentons le codage des données a et b par c(a) et c(b).
Alors,
Taille(c(b)) = O( Taille(c(a))?).

Preuve.
Taille(c(a)) = Z log(ar) > log(MAX) + (n — 1) log(mkin ai) > (n —1)log 2 + log MAX.
k
Taille(c(b)) = Zk:log(bk) = Zk: log(2n MAX(1 + nl\;ILZX)) <1+ n(logn +log2) + nlog MAX.
Do,

Taille(c(b)) = O(Taille(c(a))?).

Ceci acheve la preuve de NP-complétude du probleme MAX-GRID. |
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7.3.4 Solution exacte

Dans cette partie, nous donnons un algorithme permettant de résoudre de maniere exacte le
probleme d’optimisation pour un petit nombre de processeurs P = pq sur une grille de taille fixée
p X q. Dans un premier temps, nous réduisons le nombre d’arrangements a générer. Ensuite, nous
proposons un algorithme résolvant le probleme d’optimisation Obj; (et son équivalent Objs) pour un
arrangement donné. Malheureusement, chacune des ces deux étapes fournit un nombre exponentiel
de cas a considérer. Ainsi, le paragraphe suivant sera-t-il consacré a la construction d’une solution
heuristique.

7.3.4.1 Réduction de la recherche a I’ensemble des arrangements croissants

Dans ce paragraphe, nous montrons qu’il est inutile de générer tous les arrangements possibles

((pq)! possibilités), et nous réduisons cette recherche & ’ensemble des arrangements croissants

(o) (12) (112, 1)
T

possibilités) dont la définition est donnée ci-dessous.

Définition 11 (Arrangement) Un arrangement est une bijection o de [1,pq] vers [1,p] x [1,¢]
qui affecte une position a chaque processeur dans la grille.

Définition 12 (Arrangement croissant) Un arrangement o est croissant si pour tout i < i’ et
j S j/ on a td_l(l',j) S to‘_l(i/,j/)'

Définition 13 (préordre sur la grille de processeur) Soient (i,j) et (i’,5") dans [1,p] % [1,q].
On dira que (i,7) < (i',5') si et seulement sii < i et j < j'.

Proposition 3 Il existe une solution optimale minimisant [’expression du temps d’exécution de
Obj1 construite sur un arrangement croissant.

Preuve. La preuve est construite sur les points suivants :
1. Soient (t1,t2,...,tpq), g temps de cycle.

2. Soit un arrangement optimal sur la grille de taille p x ¢ (notons que cet arrangement n’est
pas nécessairement croissant).

3. On montre alors que 'on peut appliquer un certain nombre de transpositions “correctes” sur
I’arrangement tout en préservant son optimalité, et se “rapprocher” ainsi d’un arrangement
croissant.

4. On montre que le nombre d’étapes, décrites ci-dessus, nécessaires pour atteindre un arrange-
ment croissant, est fini.

On a besoin pour cela de la définition suivante :

Définition 14 (Transposition correcte) Soit o un arrangement. Si o(k) < o(l) et ty > t;, alors
la transposition T(k,l) échangeant o(k) et o(l) est dite correcte.

Soit un arrangement o, alors il existe une famille finie de transpositions correctes qui transforme
o en un arrangement croissant. Pour prouver cela, nous introduisons une fonction poids W reflétant
le degré de non-croissance d’une transposition. Nous allons alors montrer qu’une transposition
correcte diminue le poids de I'arrangement sur laquelle elle est appliquée.
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Prenons,

W(o) = Zta—l(i,j) X (p+q—1i-17j)
1,7

Montrons que pour toute transposition correcte 7, W(r(c)) < W (o). Considérons pour cela un
arrangement non croissant o et les couples (4, j) < (i',j') tels que t,-1(; jy > ;-1 j»y- En posant
k=o0"1(i,7) et I = 0=1(i',j') la transposition 7 = 7(k,[) est alors correcte. Notons ¢’ = 7 0. On
a’

W(o') = W(o)+ (te-13) —te-136))0+q—0—7j)
+(to-13,5) = to-r@ )@ +q—17 —j')
= W(o) = ((" =9) + (' =) {te-13j) = to-1(.59)
< W(o)

Considérons un arrangement optimal o. Soit r1,...,7, et c1,..., ¢, une solution au probleme
d’optimisation Objs. Comme une solution équivalente peut étre obtenue en transposant deux lignes
ou deux colonnes, on peut supposer sans perte de généralité que ri > ro > ... > rpet ¢ > c3 >
... > ¢q. Supposons que o ne soit pas croissante. Alors il existe « et 5 tels que (1,1) < (o, 8) < (p,q)
et que l'on ait soit t5-1(a41,8) < to-1(a,8) SOt to-1(a,8+1) < o—1(a,8)- SUPPOSONS sans perte de
généralité que l'on ait t,-1(41,8) < to-1(a,8)- En effet, le probleme étant symétrique, 'autre cas se
traite de maniere analogue.

Soit k = o7 (a,8) et | = o~ (a + 1,3). Par construction, la transposition 7 = 7(k,l) est
correcte. Notons ¢’ = 7 o o. Pour montrer Poptimalité de o’ (au sens de Objs), les r; et ¢; étant
inchangés, il faut montrer que pour tout ¢ et j, TiCitgr—1(; 5 < 1.

En effet, comme 74 > ra41 €t ty-1(041,8) < to-1(a,8)s

{ TaCpt(ro0) =1 (a,8) = Tallo=1(a+1,8) = TaChlo—1(a,) = 1
Tat+1€8t (ro0)~1(a+1,8) = Ta+1C8lo—1(a,8) < TaCBlo—1(a,p) = 1

Ainsi, ¢’ est optimale. De plus, W(o') < W (o). Maintenant, W ne pouvant prendre qu’un nombre
fini de valeurs, la réitération de ce processus aboutit nécessairement, en un nombre fini de pas, a
un arrangement croissant. |

7.3.4.2 Résolution du probleme d’optimisation pour un arrangement donné

Dans ce paragraphe, nous donnons une méthode pour résoudre le probleme d’optimisation
Obji (ou Objz) pour un arrangement donné. Soit o un arrangement sur une grille de taille p x g,
et (ri,...,rp,c1,...,¢q) une solution au probleme d’optimisation Objy. Cette solution maximise
expression quadratique (}2;<;<,7i)(d 1<j<,¢j) et vérifie les pg inégalités r;t;jc; < 1. Une des
conséquences de la méthode présentée dans ce paragraphe est qu’au moins p+q— 1 de ces inégalités
sont atteintes. Nous effectuons pour cela une analogie avec la couverture d’un graphe biparti com-
plet, et nous en déduisons une méthode de parcours permettant de tester toutes les possibilités
susceptibles d’étre optimales.
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Arbre couvrant pour un arrangement donné. Considérons pour cela le graphe biparti
complet G = (V, ) composé, d’un coté, de p sommets étiquetés par r;, et de 'autre, de ¢ sommets
étiquetés par c¢;. Une aréte entre deux de ces sommets (74, c;j) est pondérée par t;;.

Considérons un arbre couvrant 7 = (V,&’) de ce graphe. Sachant que r; = 1, au moyen d’un
parcours de cet arbre démarrant en 71, on peut ainsi construire une solution au probléme, en forcant
la condition

V(TZ‘,C]') S 5/, Tz‘ti7j0j =1.

Une telle solution n’est acceptable que si toutes les autres inégalités sont vérifiées (V(rj, c;) €
E, mitijc; < 1). Dans ce cas, on dit que l'arbre couvrant est acceptable. La valeur d'un arbre
couvrant acceptable est (D 7;)(>" ¢;).

arbre couvrant associé a une solution optimale. Le but ici, est de montrer qu’'un arbre
couvrant de valeur maximale, fournit une solution au probléeme d’optimisation Objo. En d’autres
termes, pour toute solution au probleme d’optimisation Objs est associé un arbre couvrant. En
conséquence, un arbre couvrant étant constitué de p + ¢ — 1 arétes, pour toute solution optimale
au moins p + ¢ — 1 des inégalités r;c;t; ; < 1 sont atteintes.

Considérons une solution optimale au probleme Objs. Considérons le sous-graphe biparti as-
socié : U = (V,&') contenant une aréte entre r; et ¢; ((r5,¢j) € £') si et seulement si r¢;t;; = 1.
Montrons que ce sous-graphe est connexe. Dans ce cas, tout arbre couvrant de ce sous-graphe sera
acceptable, ce qui prouve alors que la construction de I'ensemble des arbres couvrants acceptables
permet d’atteindre toute solution optimale.

Raisonnons par I’absurde, supposons ce sous-graphe non connexe.

Considérons donc (sans perte de généralité) que V' = {ri,...,ry,c1,...,cy} soit une partie
connexe de U et que p’ < p.

Supposons, dans un premier temps, que ¢’ = ¢. Dans ce cas, pour tout j, on a 7y 41¢ty 41, < 1.
On pourrait donc augmenter r,, 1 d'un facteur o = min;<j<, m > 1 et ainsi construire
une solution strictement meilleure, puisque le produit > ;<7 D 1< <, ¢j est augmenté. Ce qui
est absurde, la solution initiale étant supposée optimale.

Ainsi ¢’ < g et p’ < p. On a donc pour tout i > p’ et j < ¢, ricjt; j; < 1. De méme pour tout
1 <p et j>¢q. On pose alors :

Q= MGy et j<q) ﬁ
Qe = MGy et j>q) ﬁ
et
Ra = Zigp’ T3
Rb = i>p T
Ca 2 j<q Ci
Cb = Zj>q/ Cj

L’idée est soit d’augmenter les éléments correspondant & Ry, d’un facteur a, tout en diminuant en
contrepartie les éléments correspondant a C pour maintenir la solution acceptable, soit d’augmenter
les éléments correspondant a Cp d’un facteur a. en diminuant les éléments correspondant a Ry d’un
facteur a% Comme nous allons le voir, 'une au moins de ces deux solutions augmente le produit
Zlgz‘gp i) 1< j<q Cj» ce qui contredit I'hypothese d’optimalité de la solution initiale.

Considérons pour cela la fonction f de R dans R* définie par f(\) = (ARy + Ra)(% + Cy).
Cette fonction est continue, strictement décroissante puis strictement croissante. Ainsi,
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— si f/(1) > 0, alors pour tout A > 1, f(A) > f(1). En particulier, f(a,) > f(1).
— si f/(1) <0, alors pour tout A <1, f(A) > f(1). En particulier, f(o%c) > f(1).
|

Algorithme de construction des arbres couvrants. Le principe de 'algorithme est le sui-
vant :

— on construit récursivement 1’ensemble des arbres couvrants de racine r.

— au fur et & mesure de la construction, on évalue les valeurs des noeuds 7; et ¢; recouverts par
I'arbre (a I'aide de la contrainte r;c;t;; = 1).

— on interrompt la construction d’un arbre si le sous-arbre déja construit n’est pas acceptable
(on peut fortement réduire le cout de l’algorithme en essayant de prévoir si un sous-arbre
peut aboutir & un arbre couvrant acceptable ou pas).

— lorsqu’un arbre couvrant acceptable est construit, on I’évalue. On garde celui de valeur maxi-
male.

7.3.5 Solution heuristique pour pqg processeurs sur une grille p X q.

Dans ce paragraphe, nous présentons une heuristique polynomiale permettant de construire un
arrangement “proche” d’une grille parfaite, dont les grandes étapes sont les suivantes :

— on démarre par un arrangement croissant, et on construit une grille parfaite proche de cet

arrangement.

— a cette grille parfaite correspond une allocation de données. On construit alors un nouvel

arrangement plus adapté a cette allocation.

— on réitere le processus jusqu’a convergence, c’est a dire jusqu’ a ce qu’une itération ne modifie

plus 'arrangement.

Le nombre d’itérations nécessaires a la convergence du processus n’est pas prouvé. En ce sens,
nous n’avons aucune garantie théorique sur la complexité de cette solution, si ce n’est que l’on peut
toujours arréter le processus quand on veut. Le paragraphe suivant fournit une pseudo justification
a Uaide d’une génération aléatoire d’ensembles de processeurs.

Arrangement croissant initial. L’idée est de partir d’'un arrangement assez régulier. Nous
choisissons pour cela un ordre lexicographique. En d’autres termes,

tij <ty < (i,5) <iex (7',5).

Par exemple, dans le cas de 9 processeurs de temps de cycle (1,2,...,9), 'arrangement initial
considéré est

1 2 3 1 0.5 0.333
T=1| 4 5 6 |, de maniere équivalente S = 0.25 0.2 0.167 (7.1)
7 8 9 0.143 0.125 0.111

Recherche d’une grille parfaite proche de T'. La décomposition SVD [48] fournit la meilleure
approximation (pour la norme 2) d’une matrice par une matrice de rang 1. Ainsi, la matrice des
vitesses S = (%)” se décompose en valeurs singulieres par UXV' = S. Notons par s la plus
grande valeur singuliere, et par a et b les vecteurs singuliers associés : SP' = sab! est alors la
matrice de rang 1 la plus proche de S au sens de la norme 2 : c’est la matrice S plutét que

la matrice T" qui est considérée, car cette approximation favorisant les grandes composantes, on
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favorise ainsi les processeurs les plus rapides. Ainsi, si 'on pose r = sa et ¢ = b, on peut espérer
que Vi, j, mic; ~ s; j c’est a dire Vi, j, rit; jc; ~ 1. Comme il faut que Vi, j, 7it;4, jc; < 1, on divise
alors ¢ par max; ;j rit; jc;.

Considérons & nouveau l'exemple [Tl L’allocation obtenue au terme de cette premiere étape

1.1661 0.6803
est donnée par r = | 0.3675 | et ¢ = | 0.4288 | . Dans ce cas, Tepe = rT'ct = (ritijc;)ij =
0.2100 0.2859
0.7933 1 1

1 0.7879 0.6303
1 0.7203 0.5402
La valeur de cette allocation est (Y ;)3 ¢j) = 2.4322.
Notons que cette allocation peut étre aisément améliorée en rendant connexe le sous-graphe U
de cette solution comme défini dans le Paragraphe [L341

Réarrangement des processeurs. Dans ce paragraphe, nous proposons une méthode per-
mettant de construire un nouvel arrangement des processeurs, de telle maniere que la grille ainsi
construite soit plus proche d’une grille parfaite que la grille initiale. A partir de la matrice correspon-

dant & la grille parfaite précédemment définie TPt = (Tilcj )i.j, on construit le nouvel arrangement

de la maniére suivante :

Vi, gk, b < tpg = tf}'f < tg{’;.

En d’autres termes, T°P! correspond 4 la grille de processeurs optimale, c’est & dire équilibrant
parfaitement la charge, pour I'allocation (r,¢) donnée. Etant donné notre ensemble de processeurs
de temps de cycle fixés, on a intuitivement envie de les arranger dans le méme ordre que cette grille
optimale de processeurs.

Dans le cadre de notre exemple, avec les valeurs de r et ¢ précédemment établies, on obtient

1.2606  2.0000  3.0000
T°P* = | 4.0000 6.3464 9.5195
7.0000 11.1061 16.6592

On trie alors en conséquence les éléments de la matrice T qui devient

1 0.5 0.333
, de maniere équivalente S = | 0.25 0.167 0.125

1
T=1 4
6 0.2 0.143 0.111

co Ut N
© N W

et la valeur de l'allocation associée est (> 7;)(>_ ¢j) = 2.5065 (au lieu de 2.4322 initialement).

Réitération du processus. Puis on réitere le procédé décrit ci-dessus :
1. Approximation de S par S = sab'.

. On pose r = sa et ¢ =b.

2
3. On pose TPt = (n_lcj )i,; la grille de processeurs parfaite optimale associée a cette allocation.
4

. On réordonne la grille de processeurs dans le méme ordre que 7Pt



140 CHAPITRE 7. EQUILIBRAGE DE CHARGE 2D

On considére qu’il y a convergence lorsque la matrice 7' n’est plus modifiée par le processus.
Encore une fois, nous n’avons aucune garantie sur la convergence du processus.

Pour notre exemple, la convergence est atteinte au bout de trois étapes. La valeur de ’allocation
obtenue est alors 2.5889 et 'arrangement correspondant

T:

GU s =
oW
© o w

7.3.6 Cas général : P quelconque

Jusqu’a présent, nous n’avons considéré que le cas particulier o p et ¢ étaient fixés, et le nombre
de processeurs valait P = pq.

En fait, ces solutions permettent de résoudre le probléeme de maniere générale. Il suffit pour cela
de considérer I'existence de processeurs de vitesse nulle ou de temps de cycle infini. Illustrons cela
par deux exemples :

Premier exemple. Soit I'ensemble de P = 9 processeurs de vitesses données par la liste
(362, 357,357,305, 250, 134, 287, 284, 128)

Ces vitesses correspondent a I’ensemble de processeurs utilisés pour les mesures de performances
présentées dans le Paragraphe Page Supposons que I’on souhaite agencer ces processeurs
en une grille bidimensionnelle de hauteur 2 < p’ < 3 et de largeur 3 < ¢’ < 4, car pour des raisons
de scalabilité, la grille ne doit pas étre trop allongée. Notons la symétrie horizontal/vertical du
probleme théorique; en pratique, les communications verticales étant légerement plus coiiteuses
que les communications horizontales, on préfere une grille aplatie (2 x 4) a élancée (4 x 2). Posons
donc p =3, g =4 et P =12, et considérons la liste de vitesses suivante

(362,357, 357, 305, 250, 134, 287, 284, 128, 0, 0, 0)

L’heuristique nous fournit alors la solution :

r=(18.2,15.5,14.4)¢

S=| 357 305 134 0© ¢ = (19.9,19.6,8.6,0)¢

362 357 250 O
3
287 283 128 0

En d’autres termes, ’ensemble des 9 processeurs initiaux doivent étre agencés en une grille de taille
3% 3.

Second exemple. Supposons a présent que le processeur le plus lent de I'exemple précédent ait
une vitesse non plus de 128, mais de 50. Dans ce cas, on obtient la solution

362 357 357 250
305 287 284 134
50 0 0 0

S

o 7 = (26.2,21.1,0)"
c=(13.8,13.6,13.5,6.4)"

Le processeur le plus lent, ne doit pas étre utilisé, et ’ensemble des 8 processeurs restants doivent
étre agencés en une grille de taille 2 x 4.
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7.4 Evaluation de performances de la solution heuristique

Dans cette partie, nous évaluons expérimentalement la complexité de notre heuristique (présentée
dans le Paragraphe [[3H) ainsi que I’équilibrage de charge qu’elle permet d’atteindre. Finalement,
nous présentons des courbes de performance des algorithmes de multiplication de matrices et de
décomposition LU et QR, obtenues sur un réseau de stations de travail.

7.4.1 Evaluation de I’heuristique

Nous n’avons aucune garantie théorique sur I’heuristique proposée dans le Paragraphe En
particulier, il nous faut évaluer a la fois sa complexité, ainsi que la valeur de l’allocation fournie.
Pour cela, nous générons aléatoirement des ensembles de p? processeurs de temps de cycle compris
entre 0 et 1 que nous cherchons a arranger sur une grille de taille p x p.

Evaluation de la solution. L’évaluation d’une solution donnée au probleme d’optimisation
Objs peut étre donnée par la fonction

(L) o)
C(ri,ro,...,Tp,Cl,...,Cp) = T .
2ty
En effet, durant une unité de temps,
~ la quantité totale de travail effectué vaut (3°7_; 7:)(3°4_; ¢;).
— la quantité de travail maximale que chaque processeur P;; peut effectuer (cas optimal pas
nécessairement atteignable) vaut tL
ij
Ainsi, la Figure représente la valeur moyenne de C, apres convergence de I'heuristique, pour
une taille de probleme (p) donnée.
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Fi1G. 7.6: Evaluation du résultat. Comparaison avec la borne absolue.

Comparaison avec une solution triviale. Il est intéressant d’évaluer le gain de notre heu-
ristique par rapport a une solution triviale. Pour cela, nous comparons la solution obtenue apres
convergence de I’algorithme avec la solution prise initialement par 1'algorithme (agencement lexi-
cographique). On obtient la courbe représentée Figure [ qui trace, en fonction de p, I’évolution
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moyenne du gain
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FiGc. 7.7: Evolution de T.

Complexité de I’heuristique. La complexité de I’heuristique dépend du nombre d’étapes
nécessaires a la convergence. Ainsi, la Figure schématise le nombre moyen d’étapes requises
pour atteindre la convergence.

9

o =) ~
T T T
I I I

Nombre d itérations moyen
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T
I

2 L L L L L
0 5 10 15 20 25 30

Taille de grille (p)

Fia. 7.8: Nombre d’itérations nécessaire a la convergence.

7.4.2 Expériences MPI
7.4.2.1 Evaluation de la vitesse des processeurs

Il existe trop de parametres pour exprimer de maniere précise la vitesse d’exécution d’un pro-
cesseur sur un programme donné, méme si sa charge ne varie pas au cours du temps. L’appellation
"temps de cycle”, doit étre comprise comme temps de cycle normalisé [32], c’est a dire le temps
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\ Nom | Mhz | Multiplication de matrices 500x500 (Mflops) |

texas 507 362
alabama 507 357
mississipi 498 357
onyx 431 305
cotnari 351 250
cuervo 200 134
muddy-waters | 402 287
pink-floyd 402 284
petit-gris 200 128

TAB. 7.1: Description des 9 processeurs utilisés pour les mesures de performance.

d’exécution élémentaire pour une application donnée, évalué a 'aide de mesures effectuées sur des
problemes de petite taille (répétés plusieurs fois, en prenant une valeur moyenne).

Nous avons ainsi mesuré la vitesse d’exécution d’un produit de matrices de taille 500 x 500 en
arithmétique double précision, sur chaque processeur. Bien qu’abusif, nous avons gardé ce rapport
de vitesses pour les décompositions LU et QR. En fait, nous avons tenu a garder une allocation
identique des données pour les différents algorithmes. En effet, dans le cadre d’une librairie, il
peut étre souhaitable que la distribution des données soit identique tout au long du programme.
Les processeurs sont des Intel Pentium, sur lesquels nous avons utilisé la librairie ATLAS [90]
qui permet de générer automatiquement un appel efficace aux BLAS pour chaque architecture
particuliere. Par exemple, sur un Pentium III 500 Mhz, ATLAS 3.0 atteint une performance de 362
Mflops pour la multiplication de matrices de taille 500. La mémoire cache de haut niveau est vidée
entre chaque mesure de temps, et nous avons utilisé la routine wallclock du systeme d’exploitation.
La Table [Tl décrit les processeurs utilisés dans nos expériences, leurs performances maximales ainsi
que leurs performances mesurées a ’aide de notre routine de test.

7.4.2.2 Résultats numériques

Dans ce paragraphe, nous comparons les performances obtenues a l'aide de la distribution
bloc-cyclique de ScaLAPACK avec celles obtenues a ’aide de ’allocation 2D que nous proposons.
Nous présentons les résultats pour les algorithmes de produit de matrices et de décomposition QR,
exécutés sur les 9 processeurs décrits Table [CIl La vitesse du processeur le plus lent est de 128
Mflops, alors que celle du processeur le plus rapide est de 362 Mflops. Le rapport % = 2.8 montre
que Pensemble de processeurs choisi est raisonnablement hétérogene : en fait cela correspond a des
machines dont 'age difféere d’au plus deux ans.

Pour cet ensemble de processeurs, I’heuristique décrite dans le Paragraphe fournit la dis-
tribution de la Figure De maniere théorique, cette allocation nous permet d’exécuter (>, r;) x
(Zj ¢;) = 2318.44 éléments en une unité de temps. Avec une distribution cyclique, chaque pro-
cesseur étant ralenti a la vitesse du plus lent, nous pourrions atteindre seulement une vitesse de
9x 128 = 1152 éléments par unité de temps. Le facteur d’amélioration théorique (sans tenir compte
des communications) est donc de % = 2.01.

Les mesures effectuées pour différentes tailles de matrices, variant de 500 a 4000, sont rapportées
figures [Tl et Dans chacune d’elles, quatre courbes sont représentées, correspondant respec-

tivement (i) & une distribution hétérogéne unidimensionnelle (ii) & une distribution hétérogene
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= 18.2 Tex 362 Ala 357  Cot 250
362 357 159
Mis 357 Ony 305 Cue 13
r2 =155 309 305 134
Mud 287 Pin 283 |Pet 128
rg =144 286 283 124

F1a. 7.9: Distribution hétérogéne. Les valeurs écrites en caractéres gras correspondent a la quantité
de travail alloué effectivement aux processeurs.

bidimensionnelle (iii) & une distribution bloc-cyclique bidimensionnelle de ScaLAPACK et (iv) a
une estimation théorique de notre distribution hétérogene bidimensionnelle. Cette estimation est
obtenue a ’aide des résultats de la distribution bloc-cyclique multipliés par le rapport d’amélioration
théorique 2.01. Pour chacune des deux expériences, la distribution bidimensionnelle hétérogene est
meilleure que la distribution unidimensionnelle hétérogene, elle-méme meilleure que la distribution
bidimensionnelle bloc-cyclique.

En contrepartie, nous pouvons remarquer que la courbe théorique n’est pas atteinte. Cela est di
au fait, que les communications qui ont ici (réseau interne au laboratoire) un impact important sur
le temps d’exécution, ne sont pas prises en compte dans notre approximation. Bien sir, le volume
de communication évoluant en O(n?) (pour une taille de matrice de n x n) et le volume de calcul
évoluant en O(n?), cet impact diminue lorsque la taille des matrices augmente. C’est en effet ce
que 'on observe Figure

Pour finir, remarquons qu’une allocation unidimensionnelle donne un temps d’exécution supérieur
a une distribution bidimensionnelle. En effet, malgré le fait qu’une allocation unidimensionnelle per-
mette un meilleur équilibrage de charge, son manque de scalabilité rend avec 9 processeurs, 'impact
des communications prédominant.

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une allocation statique des données pour 'implémentation
de noyaux de calcul d’algebre linéaire tels que la multiplication de matrices et les décomposition
LU et QR. Pour des raisons de scalabilité, nous avons traité le cas d’allocation 2D. Ceci nous a
conduit a considérer le probléeme NP-complet d’arrangement en une grille non singuliere parfaite,
d’un ensemble de processeurs hétérogene. Nous avons proposé une solution heuristique dont nous
avons montré l'efficacité a ’aide d’expériences et de mesures de performances.

Ces résultats peuvent étre généralisés au cas d’un réseau hétérogene de profondeur supérieure a
1 [18] : I'hétérogénéité des communications dans le cas d’un cluster de clusters (etc.) peut étre prise
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Fiag. 7.10: Evolution du coefficient d’amélioration par rapport & une distribution cyclique pour la
multiplication de matrices ainsi que la décomposition QR. La borne théorique (sans communication)
vauzx 2.01.
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Fi1G. 7.11: Mesures du temps d’exécution du produit de matrices pour différentes allocations.
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Fia. 7.12: Mesures du temps d’exécution de la décomposition QR pour différentes allocations.

en compte en considérant le systéme d’un point de vue hiérarchique. La construction du motif est
alors légerement plus complexe [I6], et plusieurs choix se posent. Il faudrait dans ce cas comparer
expérimentalement les différentes approches, et proposer une solution générale a notre probleme
statique.

Rappelons que I'étude menée dans ce chapitre est restreinte a la recherche d’une allocation
statique des données. Mais comme nous avons pu le noter dans le chapitre précédant, une approche
purement dynamique souffre, pour les applications présentées ici, de la présence de dépendances de
données : les processeurs risquent d’étre ralentis au rythme du processeur le plus lent. En contre-
partie, dans le contexte de I'utilisation de ressources hétérogenes, ’ensemble des processeurs peut
ne pas étre dédié a un seul utilisateur. D’autant plus qu’une telle situation est favorable a une
exécution distribuée, car elle fournit un rapport intéressant temps de calcul/temps de communi-
cation. En fait, nous pensons que dans un tel contexte, une approche semi-statique est louable :
I'idée est de redistribuer les données et les calculs, de temps en temps, entre chaque phase sta-
tique correctement identifiée. En revanche, nous ne sommes pas persuadés qu’une allocation aussi
contrainte (en grille) soit adaptée & une stratégie mixte. C’est pourquoi nous proposons, dans le
chapitre suivant, une solution a notre probléeme d’équilibrage de charge a ’aide d’une allocation
plus libre. Il sera intéressant dans l’avenir de comparer expérimentalement ces deux approches.



Chapitre 8

Partitionnement libre d’une matrice :
équilibrage de charge et minimisation
des communications.

8.1 Introduction

Dans le cadre d’implémentation de noyaux d’algebre linéaire sur plateforme hétérogene, nous
avons, dans le chapitre précédent, cherché a agencer un ensemble de processeurs en une grille
parfaite. Une telle configuration, par sa régularité, permet une implémentation tres efficace des
algorithmes. En particulier, les communications peuvent étre optimisées, et du recouvrement cal-
culs/communications est possible. Dans ce cadre, le but est d’équilibrer les charges au mieuz. Dans
cette partie, nous autorisant plus de libertés sur ’allocation des données, nous pouvons équilibrer
parfaitement les charges de calcul (allouer une surface s; proportionnelle a la vitesse du proces-
seur P;). Nous cherchons donc, pour un équilibrage de charge parfait, & minimiser le coit des
communications.

Selon le type de réseau interconnectant les différentes ressources de calcul, I’ensemble des com-
munications pourront étre séquentielles (réseau Ethernet), ou paralleles (réseau Myrinet). Considérons
par exemple 'algorithme de multiplication de matrices. Comme dans de nombreux autres noyaux
de calcul d’algebre linéaire ou dans certaines applications numériques, la majeure partie des com-
munications sont des diffusions horizontales et verticales (cf Chapitre [ Page [22). Supposons
que chaque matrice soit partitionnée en p rectangles correspondant a ce que chaque processeur doit
mettre a jour durant les différentes étapes de I’algorithme. Alors, chaque processeur, recgoit a chaque
diffusion verticale, une quantité de données proportionnelle a la largeur du rectangle qui lui est al-
loué. De méme, a chaque diffusion horizontale, il recoit une quantité de données proportionnelle
a la hauteur de ce méme rectangle. Les nombres respectifs de diffusions horizontales et verticales
étant identiques, le volume de communications par rectangle (processeur) est proportionnel a son
demi-périmetre. Ainsi, si les communications s’effectuent en parallele, on cherchera a partitionner
la matrice en minimisant le mazimum des demi-périmetres des rectangles. Si les communications
sont séquentielles, on cherchera a minimiser la somme des demi-périmetres.

Considérons, par exemple, ’algorithme de multiplication de matrice décrit Page du Cha-
pitre [ Supposons que I'on détienne p processeurs de temps de cycle t1,...,t,. Il s’agit alors de
partitionner la matrice de taille nb x nb en p rectangles d’aires respectives si,...,s, ou s;t; =

b)2 . . L . . "
(p" ) — = C. La Figure décrit une phase de communication une fois le partitionnement ef-
k=1t
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fectué. Dans I’absolu, il faudrait, bien entendu, que pour chaque rectangle de forme bh; x bv;, h;
et v; solent entiers, ce qui en général n’est pas compatible avec la vérification de maniere exacte
de I’égalité bh; x bv; = % Mais comme nous l'avons déja souligné dans les chapitres précédents, le
temps de cycle d’'un processeur n’est pas une mesure précise, et plutot que de chercher a résoudre le
probleme pour une taille nb x nb de matrice donnée, nous préférons trouver une solution générique
pour une matrice de taille 1 x 1 a l'aide de rectangles de longueurs de coté h et v définis dans R.
Pour les autres algorithmes d’algebre linéaire tels que la décomposition LU et QR, la construction
de l'allocation finale a partir de la solution générique est légérement plus sophistiquée que pour
I’algorithme de décomposition de matrice, mais les contraintes pour construire la solution générique
initiale sont identiques.

bk

A

/
\ ﬁ NN
~—]

bh lbv

Fia. 8.1: Partitionnement d’une matrice sur 13 processeurs hétérogénes. Phase de communication
pour la k-iéme étape de la multiplication de matrices : le k-iéme bloc de b colonnes est diffusé
horizontalement et le k-iéeme bloc de b lignes est diffusé verticalement.

Ainsi, de maniere purement géométrique, les deux problemes d’optimisation s’expriment de la
maniere suivante : comment partitionner un carré unitaire en p rectangles d’aires fixées s1, s2,..., 5,
(tels que >-F_; s; = 1) afin de minimiser

— soit la somme des demi-périmetres des rectangles dans le cas de communications séquentielles,

— soit le plus grand des demi-périmetres des rectangles dans le cas de communications paralléles.
Remarquons qu’il est toujours possible de paver le carré en p bandes verticales de largeur s1, sa, ..., 5p.
La difficulté du probléme réside en la minimisation des fonctions objectives.

Considérons l'exemple avec p = 5 rectangles R,...,Rs d’aires s; = 0.36, so = 0.25, s3 =
s4 = s5 = 0.13. Une partition possible est schématisée Figure La taille de chaque rectangle
est la suivante : 0.61 X g—? pour Ry, 0.61 x ?5_? pour Ra, et 0.39 x % pour R3, Ry, et Rs5. Le demi-
périmetre maximal est celui de R, approximativement 1.2002, tres proche de la borne inférieure
absolue 2v/0.36 = 1.2 atteinte lorsque le plus grand rectangle est un carré (ce qui n’est pas possible
dans cet exemple). En ce qui concerne la seconde fonction objective, la somme des demi-périmetres
vaut 4.39, alors que la borne absolue inférieure vaut »°F | 2,/s; ~ 4.36 (atteinte lorsque tous les
rectangles sont des carrés, ce qui n’est encore pas possible dans cet exemple). Ainsi, la partition
s’avere tres satisfaisante pour chacune des deux fonctions objectives. L’interprétation géométrique
de la somme des demi-périmetres est la suivante : cela correspond a la somme des longueurs des
lignes tracées pour effectuer la partition, augmentée de 2 (correspondant & une bordure horizontale
et & une bordure verticale du carré unitaire).

Les résultats principaux de ce chapitre sont les preuves de NP-Complétude au sens faible
de ces deux problemes ainsi que la description d’heuristiques garanties. Ainsi, nous explicitons
formellement les différents problemes d’optimisation PERI-SUM (minimisation de la somme des
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0.61 0.39
Sy 13
36/61 1
Sy 13
25/61 Sy g ”

Fia. 8.2: Un partitionnement du carré unitaire a l'aide de 5 rectangles.

demi-périmetres) et PERI-MAX (minimisation du demi-périmetre maximum), et établissons leur
NP-Complétude (Paragraphe et Paragraphe B3). Puis nous proposons une heuristique garan-
tie au probleme d’optimisation PERI-SUM (Paragraphe Bl ainsi qu’au probleme PERI-MAX
(Paragraphe BX). Enfin, nous décrivons différents problemes d’optimisation relatifs aux notres (Pa-
ragraphe B0) avant de conclure (Paragraphe B).

8.2 NP-Complétude de PERI-SUM

Dans ce paragraphe, nous décrivons formellement le premier probleme d’optimisation traité
dans ce chapitre : PERI-SUM. Nous prouvons alors la NP-complétude du probleme de décision
associé.

Il nous faut paver le carré unitaire & I’aide de p rectangles R;, d’aire s; (1 < i < p) ou Zle s; = 1.
La forme de chaque R; correspond aux degrés de liberté.

Définition 15 PERI-SUM(s) : Soient p nombres réels positifs s1,...,sp tels que Y b s;i = 1,
trouver une partition du carré unitaire en p rectangles R; d’aire s; et de forme h; X v;, tels que
C=%"(h; +v;) soit minimisé.

Il existe une borne inférieure triviale au probleme PERI-SUM(s) :

Lemme 16 Pour toute solution de PERI-SUM(s), C' > 2 S s

Preuve. Le demi-périmetre de chaque rectangle R; sera toujours plus grand que lorsque c’est
un carré, c’est a dire 2,/s;. Bien str, paver un carré en p carrés d’aires s; n’est pas nécessairement
possible, et donc, la borne inférieure pour PERI-SUM(s) n’est pas nécessairement atteignable. W

Le probleme de décision associé au probléeme d’optimisation PERI-SUM est le suivant :

Définition 16 PERI-SUM(s,K) : soient p nombres réels positifs si,...,s, tels que Y b 1 s; =1
ainst qu’une borne réelle positive K, existe-t-il une partition du carré unitaire en p rectangles R;,
d’aire s; et de forme h; x v;, telle que Y-8 (h; +v;) < K ¢

Notre premier résultat établit la difficulté intrinseque du probléme d’optimisation PERI-SUM :

Théoréme 15 PERI-SUM(s,K) est NP-complet.
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Preuve. Les principales idées de la preuve sont les suivantes :
Réduction PERI-SUM a ASP

1.

Dans un premier temps, nous effectuons la réduction de PERI-SUM(s,K) & un probleme
géométrique (ASP) dont le probleéme est de vérifier 'existence d’une partition du carré unitaire
en carrés d’aires fixées.

. Ensuite, nous prouvons la NP-Complétude de ASP a l’aide d’une réduction polynomiale au

probleme de 2-Partition-Equal qui lui méme est NP-Complet [A7]. Cette réduction est fondée
sur les idées suivantes :

Réduction ASP a 2-Partition-Equal

1.

Nous démarrons d’une instance arbitraire du probleme de 2-Partition-Equal défini Page [[30,
cest & dire d’un ensemble A = {aj,...,a,} de n entiers, qu'il faut partitionner en deux
sous-ensembles disjoints de méme cardinal et de méme somme.

. I’idée est de construire une instance équivalente a ce probleme a l'aide d’un ensemble B =

{b1,...,b,} de n entiers vérifiant b > %max b;. On définie simplement et polyniomalement
pour cela b; = 2(a; + 2nmaxay). Sous certaines considérations techniques, nous montrons
qu’il existe une solution au probleme de 2-Partition-Equal initial si et seulement si B peut
étre partitionné en deux sous-ensembles de méme somme, mais pas nécessairement de méme

cardinal.

. Finalement, nous construisons & partir de BB une instance de ASP a ’aide de trois types de

carrés : de larges carrés dénotés par A; ; Figure B3 n carrés de taille b; x b; dénotés par Ay,
dans la Figure et un nombre polynomial de carrés de remplissage dénotés par AEJ’ dans
la Figure

. Nous montrons alors que la seule configuration possible est celle décrite Figure Dans cette

configuration, il y a deux zones rectangulaires d’aire m x S ou M = %max biet S=73", %,
partitionnées comme schématisé Figure Grace a la condition b; > %, nécessairement les
carrés Ap, d’aire b; x b; ne peuvent pas étre superposés et doivent agencés les uns a coté
des autres dans la direction S. Ainsi, pour chacune des deux zones, la somme des b; qu’elle

contient vaut S.

. Intuitivement, les rectangles A;; sont introduit afin de créer ces deux zones non adjacentes

d’aire M x §'; les n carrés Ay, doivent alors étre alignés a I'intérieur de ces deux zones, et les
carrés restant Az ; sont introduit afin de remplir les zones restantes.
9,

Clairement, PERI-SUM(s,K) € NP. Nous utilisons la réduction suivante :

Lemme 17

2P-eq <p ASP <p PERI-SUM,

ot 2P-eq est le probléme de décision défini dans le Paragraphe [T.3.3 et ASP est défini comme suit :

Définition 17 All-Squares-Partition (ASP)
Soit un ensemble £ = {l1,...,l,} de p nombres réels positifs tels que > 0_, 1?2 = 1, existe-t-il une
partition du carré unitaire en p carrés S; de largeur l; ¢

2

Comme 2P-eq est NP-complet, le Lemme [T suffit & démontrer le Théoréme
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8.2.1 Réduction : ASP <p PERI-SUM(s,K)

Nous commencons par la partie simple de la preuve du Lemme [ c’est & dire ASP <p PERI-
SUM(s,K). Considérons un ensemble £ = {l1,...,l,} constitué de p nombres réels positifs tels que
P_ 12 = 1. Résoudre ASP est équivalent & résoudre PERI-SUM(s,K) avec

i=1"
{ K=2%" 1

S 2
Vi, s; = I

et ainsi,

ASP <p PERI-SUM.

8.2.2 Réduction : 2P-eq <p ASP

Dans ce paragraphe, nous considérons une instance arbitraire du probleme de 2-Partition-Equal,
c’est & dire la donnée d’un ensemble A = {ay,...,a,} de n nombres entiers. Nous supposons, sans
perte de généralité, que n > 400. Il nous faut transformer polynomialement cette instance en une
instance du probleme ASP ayant une solution si et seulement si I'instance originale du probleme
de 2-Partition-Equal a une solution.

Définissons pour cela {b1,...,b,} par Vi,b; = 2(a; + 2nmaxy ay). Soit N = maxy by Ainsi,
b; > %, et b; est pair. De plus, si on note M = % et S = Zébi, alors S > 100M. On a aussi,

% < b < % pour tout ¢. La raison pour laquelle nous introduisons M est de pouvoir paver les n
rectangles de taille b; x (M — b;) en un nombre minimal de carrés K.S(i), a I'aide de la procédure
de Kenyon [63]. Afin d’avoir un nombre polynomial de carrés K S(i), le rectangle R; ne doit pas
étre trop allongé, ce qui est assuré grace a l'inégalité M — b; < b; < 3(M — b;). On obtient alors
de [63] que KS(i) < 3+ Clogb;, ou C est une constante universelle. par la suite, nous dénotons
par w(b;, ) pour 1 < j < KS(i) la largeur des KS(i) carrés obtenus par la procédure de [63] qui
pave le rectangle R; de taille b; x (M — b;).

Nous construisons ainsi l'instance du probléme (mis a I’échelle d’un rapport 20S + 17M) ASP
suivante (noté abusivement ASP(bi,...,b,)) : existe-t-il une partition du carré de taille (205 +

17M) x (208 +17M) en 14 +n + >, KS(i) carrés de largeur

l13711 = (135 + llM) (Xl),
lrg = (7S+6M)  (x3),
l473 = (4S + 3M) (X2),
l373 = (3S + 3M) (XQ),
l372 = (3S + 2M) (X2),
l272 = (25 + 2M) (X4),
lbi = bi (V’i, 1 S ) S n),
by = w(bi,j) Vi, 1<i<n,Vj1<j<KS®3))?

A partir de maintenant, A, représente un carré de largeur ly, = (xS +yM), Ay, un carré de
largeur Iy, = b; et Ab_i,j représente le carré de Kenyon de largeur lb_i,j = w(b;, j).

Dans ce qui suit, nous allons montrer qu’une telle partition est nécessairement de la forme
schématisée Figure B3 dans laquelle les deux petits rectangles (M x S) fléchés sont eux-méme
partitionnés en d’autres rectangles comme schématisé Figure L’idée intuitive de la preuve est
la suivante : les grands carrés sont utilisés afin de forcer les zones rectangles M x S a étre séparées.
Ainsi, ces deux surfaces doivent étre remplies & l'aide des petits carrés restants d’aires b; et des
carrés de Kenyon. Ceci étant possible si et seulement si I’ensemble des b; peut étre partitionné
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Az2
Ay3
Az2
Az A7
As3 Az 2
Az 3 >rectangles M xS
Ay ’ /
—
Az 2
Az2 | Az
A13,11
A7re

Fi1G. 8.3: Positionnement des carrés.

en deux sous-ensembles de méme somme, ce qui est possible si et seulement si ’ensemble des a;
peut étre partitionné en deux sous-ensembles de méme cardinal et de méme somme. Les carrés de
Kenyon sont introduit afin de remplir les trous dans les deux zones rectangles et d’obtenir ainsi un
pavage complet du carré initial.

Position des quatre plus grands carrés. La position générale des quatre plus grands carrés
est donnée Figure BIh. Clairement, si on peut paver aire restante avec les carrés restants, il en est
de méme dans la configuration donnée Figure BOb. Ainsi, sans perte de généralité, nous considérons
dés a présent que les quatre plus grands carrés sont positionnés comme montré Figure RAb.

Pavage de la surface restante. Analysons maintenant le pavage de la surface restante (partie
non grisée de la Figure BIb). Toutes les dimensions sont fournies Figure Une étude exhaustive
décrite dans [I2] montre que la seule configuration possible (d’autres solutions équivalentes sont
possibles) est celle décrite dans la Figure

Conclusion partielle. Ainsi, tout pavage de la surface restante (cf Figure R0) est similaire a
celui représenté Figure : apres avoir placé tous les gros rectangles A, ,, il reste deux rectangles
non adjacents de forme M x S a paver. Ainsi, le probleme ASP admet une solution si et seulement
si il est possible de paver ces deux rectangles restants a I’aide de n carrés de largeur b; (1 <i <mn),
et >, KS(i) carrés de Kenyon de largeur w(b;, 7). Comme miny by, > % et > by =25, il n’est
pas possible de superposer deux rectangles A, et Ay, pour i # j I'un au dessus de I'autre. Comme
>; bi = 25 chaque zone rectangle M x S doit étre pavée comme décrit Figure et pour chacune
des deux zones la somme des b; vaut S. Ainsi, notre instance du probleme ASP admet une solution
si et seulement si il existe une partition de {by,...,b,} en deux sous-ensembles de méme somme S.
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e /# S ____._
[ 7B
M
) N al
S~
Ay,
Fi1G. 8.4: Description des rectangles M x S.
A7 Are Az Az,
A7 Ataiy Aiz11
] A7
a b

Fi1c. 8.5: Position des quatre plus grands carrés.

7S +6M

65 + 5M

135 + 11M S M

7S +6M

65 +5M

Fia. 8.6: Surface restante.
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7S+ 6M
A
3,3 Aus
6S +5M
A,z Az | Az
135+ 11M S+ M
A373 A3,2
7S +6M
Az
Aa3
Az2
6S + 55

F1a. 8.7: Pavage possible de la surface restante.

Réduction finale. Pour compléter la réduction, il nous faut montrer qu’il existe une partition
de lensemble {b1,...,b,} en deux sous-ensembles de méme somme, si et seulement si l'instance
originale du probleme de 2P-eq admet une solution.

Supposons dans un premier temps que l'instance du probleme de 2P-eq admet une solution,
c’est a dire qu'il existe une partition de {1,...,n} en deux sous-ensembles A et A satisfaisant

Z ap = Z ay, et card(Ay) = card(As).

keAq keAs

Rappelons que by = 2(ay + 2n x MAX), ot MAX = maxy ax. Alors,

Z by, = Z ag + 2n x MAX x card(A;)

keAy ke Ay
= Z ag + 2n x MAX x card(Asz)
keAs
= Db
keAs
Il existe donc une partition acceptable de {by,...,b,}.
Réciproquement, supposons qu’il existe une partition de {1,...,p} en deux sous-ensembles .4,
et Ao tels que
Sh= Yo
keAr keAs

Montrons que

card(A;) = card(Asz)
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On a,

Z ap = Z by, — 2n x MAX x card(A;)

ke Ar ke A
Z ap = Z b — 2n x MAX x card(As)
keAs keAs
Z aj — Z ap = 2n MAX Card(.A2 - ./41)
ke Ay keAs
De plus, comme
Zak—ZakgnMAX,
ar €A ap €Az

on obtient

card(A;) = card(Asz) et Z ap = Z ag

keAy keAz

En conséquence, I'instance d’origine du probleme de 2P-eq admet une solution.

Consistance de la transformation. Le dernier point de la démonstration est la vérification
de la consistance de la transformation : il nous faut prouver que ’expression de notre instance du
probléeme ASP a une taille polynomiale en la taille de I'expression de I'instance du probleme de
2P-eq d’origine.

Lemme 18 Notons MAX = maxy ax, et représentons par c(a) et c(b) le codage des données a et
b. Alors,
Taille(c(L)) = O( Taille(c(A))?).

Preuve. Nous utilisons ici les notations classiques de comparaison asymptotique de fonctions
O et Q : on dit que f(x) = O(g(x)) s'il existe une constante c telle que f(x) < cg(x) pour z
suffissamment grand, et on dit que f(x) = Q(g(z)) s'il existe une constante c telle que g(z) < cf(x)
pour z suffisamment grand.

Pour I'encodage de I'instance initiale A, on a Taille(c(A)) = Q (>, log a;). Comme

E loga; > log MAX + (n — 1) log(mina;) > (n — 1) log 2 + log MAX,
. 7
7

on en déduit que
Taille(c(A)) = Q(n + log MAX).

Pour I'encodage de l'instance ASP L, on a

log b; < log((4n + 2)MAX) = O(logn + log MAX),

log M = O(logn + log MAX),

log S = O(n(log n + log MAX), ’
> KS(i)logb; < ;(3+ Clogb;)logb; = O(n(logn + log MAX)?),

ou C est la constante universelle donnée par Kenyon [63]. Ainsi,

Taille(c¢(L£)) = O(Taille(c(A))?).
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Ceci termine la preuve de NP-complétude du probleme ASP, et achéve donc la preuve de NP-
complétude du probleme PERI-SUM. |

8.3 NP complétude de PERI-MAX(s)

Dans ce paragraphe, nous décrivons formellement le second probleme d’optimisation traité dans
ce chapitre : PERI-MAX. Nous prouvons alors la NP-complétude du probleme de décision associé.

Il nous faut paver le carré unitaire a I’aide de p rectangles R;, d’aire s; (1 <i < p)ouy b ;s; = 1.
La forme de chaque R; correspond aux degrés de liberté.

Définition 18 PERI-MAX(s) : Soient p nombres réels positifs s1,...,sp tels que Y b 1 s; = 1,
trouver une partition du carré unitaire en p rectangles R; d’aire s; et de forme h; X v;, tels que
M = maxi<;<p(hi + v;) soit minimisé.

Il existe une borne inférieure triviale au probleme PERI-MAX(s) :

Lemme 19 Pour toute solution de PERI-MAX(s), M > 2maxi<i<p+/Si-

Preuve. Le demi-périmetre de chaque rectangle R; sera toujours plus grand que lorsque c’est
un carré, c’est a dire 2,/s;. Bien stir, paver un carré en p carrés d’aires s; n’est pas nécessairement
possible, et donc, la borne inférieure pour PERI-MAX(s) n’est pas nécessairement atteignable. B

Le probleme de décision associé au probleme d’optimisation PERI-MAX est le suivant :

Définition 19 PERI-MAX(s,K) : Soient p nombres réels positifs s1,...,sp tels que Y b _ s; =1
ainst qu’une borne réelle positive K, existe-t-il une partition du carré unitaire en p rectangles R;,
d’aire s; et de forme h; X v;, tels que maxi<ij<p(h; +v;) < K ¢

Théoréeme 16 PERI-MAX(s,K) est NP-complet.

Preuve. Nous donnons ici les principales lignes de la démonstration (cf [12]) pour une description
plus précise), basée sur la réduction suivante :

Lemme 20
2P-0-4 <p MSP <p PERI-MAX,

ou MSP et 2P-0-4 sont définis comme suit :
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Définition 20 2-Partition-0-4 (2P-0-4)
Soit un ensemble de p + 2 entiers A = {a1,...,ap,ap11 = 2,ap12 = 2} tels que (Vi < p, a; >
4 et a; = 0 mod 4), existe-t-il une partition de {1,...,p+2} en deuz sous-ensembles Aq et Ay telle

que
o Ywon Yo Ya s
€A i€ A2 i€ AL i€ Az

Définition 21 Maz-Square-Partition (MSP)

Soit un ensemble A = {s1,...,s,} de p nombres réels positifs tels que Y ©_ 1 s; =1 et 51 > sg >

... > 8p, existe-t-il une partition du carré unitaire en p rectangles R;, d’aire s;, telle que Ry soit
un carré, et que les demi-périmetres des autres rectangles ne dépassent pas h1 + wy = 2,/s1 7

Comme 2P-0-4 est NP-complet (réduction triviale de 2-Partition [47]), le Lemme B0 prouve le
Théoreme

8.3.1 Réduction : MSP <p PERI-MAX(s,K)

Débutons par la partie la plus facile de la preuve du Lemme B0, c’est a dire MSP <p PERI-
MAX(s,K). Soit A = {s1,...,5,} un ensemble de p nombres réels positifs tels que > ©_;s; =1 et
51> 82 > ... > s,. Résoudre MSP est équivalent a résoudre PERI-MAX(s,K) avec

K =251

et alors,
MSP <p PERI-MAX.

Il faut noter que la présence de la racine carrée dans le probléme de décision n’est pas génante car
les deux membres de I'inégalité max;<;<,(h;+v;) < K peuvent étre élevés au carré et la vérification
peut ainsi étre effectuée en temps polynomial.

8.3.2 Réduction : 2P-0-4 <p MSP

Dans ce paragraphe, nous considérons une instance arbitraire du probleme de 2-Partition-0-4,
c’est a dire la donnée d’un ensemble A = {a1,...,an,ant1 = 2,ap42 = 2} tel que (Vi < p, a; >
4 et a; = 0 mod 4). Il nous faut transformer polynomialement cette instance en une instance du
probleme MSP ayant une solution si et seulement si I'instance d’origine du probleme 2-Partition-0-4
admet une solution. Soit

g Zlgign a;
-
Nous construisons l'instance suivante (mise a I’échelle) du probleme MSP (MSP (a1, ..., ay)) : existe-

t-il une partition du carré de taille (S +2) x (S +2) en (n + 3) rectangles Rg, Ry, ..., Ry42 d’aire

Rg : Ag = S2,

Ri : Ai = Q; (V’i, 1 S 7 S n),
Rui1: Apga 2,
Ryyo: App2 = 2,

ou le rectangle Rg d’aire Ag est un carré et le demi-périmetre des autres rectangles R; est
inférieur a 257

La position du plus grand carré est décrite Figure Les différentes zones qui I’entourent,
Yrems 20, 21, sont aussi décrites Figure Du fait que laire de la surface ¥,¢,, vaut 4, nous
pouvons aisément prouver le lemme suivant :
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Fi1a. 8.8: Position du plus gros carré.

Lemme 21 Soient

- Sp : Uensemble des rectangles ayant une intersection d’aire non nulle avec la surface Xg.

— 51 : Uensemble des rectangles ayant une intersection d’aire non nulle avec la surface ¥1.

— Srem : Uensemble des rectangles restants.
Alors, Vi < n, R; appartient soit a Sy soit @ S1 (a; > 4). De plus, nous avons | p g, Ai —
Y ries, Ail <4, clest a dire | Y p g, Ai — D opies, Ail €{0,2,4}.

Sans perte de généralité, supposons que (3_p.cg, Ai = D_p.cg, 4i). Il faut alors considérer trois cas
différents en fonction de la valeur de (3 _r g, Ai = D g.cs, Ai)

— (ZRieSo A; — ZRiESl A;) = 0. Dans ce cas, soit 3i, R,11 € S; et R,12 € S1—;, ou bien a la
fois Ry 11 et Ry4+o appartiennent & Sy,,. Dans le premier cas, (Sp, S1) représente une partition
de A ={aq,...,an,ant1 = 2,an42 = 2} en deux sous-ensembles de sommes égales. Dans le
second cas, (SoJ Rn+1,51 J Rnt2) représente une partition de A en deux sous-ensembles de
méme somme.

— (X Ries, Ai = 2_p,es, Ai) = 2. Dans ce cas, exactement un des deux rectangles R, +1 ou Ry42
appartient a Sy ou S1, et 'autre appartient a Sy.m. Supposons, sans perte de généralité, que
R,41 € S;. Alors (S, S1J Rp+2) représente une partition de A en deux sous-ensembles de
méme somme.

- (ZRieSo A; — ZRiesl A;) = 4. A nouveau dans ce cas, soit 3i, R,y € S; et Ryi2 € S1_4,
soit a la fois R,+1 et R,t2 appartiennent & Sye,. Dans le premier cas, (Sp, S1) représente une
partition de A en deux sous-ensembles dont les sommes different de 4. Dans le second cas, S
et S1J Rp+1 U Rn+2 représente une partition de .4 en deux sous-ensembles de méme somme.

Ainsi, si le probleme MSP a une solution, alors il existe une partition de A = {a1,...,an,apt1 =

2,an+2 = 2} en deux sous-ensembles dont la somme differe de 0 ou de 4. Afin de compléter la
réduction, il nous faut montrer la réciproque.

— Supposons qu’il existe une partition de {1,...,n + 2} en deux sous-ensembles A; et Az tels
que
Z a; = Z a; + 4.
€Ay i€ Az

Soit So = J;eq, { i} ot R; représente un rectangle de taille 2 x %, et S1 = (J;c 4, {Ri}, ou
R; représente un rectangle de taille 4 x 2. Nous pavons alors l'aire (S +2) x (S 4 2) comme
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Ag § Ag

Rn+1

-

(a) (b)
Fi1a. 8.9: Pavage du carré a partir de linstance du probléme MSP.

indiqué Figure B9h. Comme il est possible de paver a la fois X et 31 (avec les éléments de
Sp et S1), il est donc possible de résoudre le probleme MSP.

— Supposons qu’il existe une partition de {1,...,n + 2} en deux sous-ensembles A; et Az tels
que
Sa-Ya
€A i€A2

Soit So = Ujeq, {1} ot R; représente un rectangle de taille 2 x %, et S1 = J;c g, {1}
ol R; représente un rectangle de taille % x 2. Supposons, sans perte de généralité que R, 1
appartient a S7. Nous pavons alors l'aire (S+2) x (S+2) comme indiqué Figure B9b. Comme
il est possible de paver a la fois ¥ et X1 (avec les éléments de Sy et S7), il est donc possible
de résoudre le probleme MSP.

Ainsi, notre instance du probleme MSP admet une solution si et seulement si il existe une
partition de A = {a1,...,an, apnt1 = 2, an+2 = 2} en deux sous-ensembles dont les sommes différent
de 0 ou de 4. Cela acheve la preuve de NP-complétude de MSP et par la méme de PERI-MAX.

|

8.4 Heuristiques garanties pour PERI-SUM

Il existe plusieurs solutions heuristiques possibles au probleme PERI-SUM. Mais en général,
prouver une borne garantie sur ces heuristiques, s’avere délicat. Nous débutons dans le Para-
graphe par la description d’un partitionnement par colonnes. La complexité de cet algo-
rithme est faible et 'approximation semble expérimentalement efficace. Malheureusement la garan-
tie théorique que nous sommes parvenu a obtenir n’est pas trés bonne : la formule présentée dans
le Paragraphe dépend de la taille relative des rectangles utilisés pour le pavage. Ainsi, nous
proposons dans le Paragraphe une solution définie récursivement, plus complexe a décrire,
mais pour laquelle nous sommes capables de fournir une borne théorique convenable.
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8.4.1 Heuristique par colonnes

Comme PERI-SUM(s) est NP-complet, nous considérons le probléme plus contraint COL-PERI-
SUM(s) dans lequel nous imposons le fait que le pavage soit constitué de colonnes de processeurs,
comme décrit Figure En d’autres termes, COL-PERI-SUM(s) est la restriction de PERI-
SUM(s) aux partitionnements par colonnes. Dans ce paragraphe, nous proposons une solution
optimale en un temps polynomial (O(p,/plogp)) & ce probleme. Notons que ce probleme a déja été
abordé par Kadourra et al. [60], mais qu’ils ne fournissent qu’'une solution heuristique.

Y C1 ) Cc2 . c3
S1
S11 S
Ss
S,
S10 ®
S3 1
S
Se o
S12
Sa S7

Fi1G. 8.10: Partitionnement par colonnes du carré unitaire : le nombre de colonnes vaut C = 3 ; la
premiére colonne est composée de k1 = b rectangles, la seconde de ko = 3 rectangles et la troisiéme
de k3 = 4 rectangles.

8.4.1.1 Description

Donnons une description plus formelle du probleme COL-PERI-SUM(s) : soit s1,...,s, p
nombres réels positifs tels que ), s; = 1. Nous cherchons & paver le carré unitaire en C colonnes (ot

C est a déterminer) de largeur cq, ..., cc. Chaque colonne C; est elle-méme partitionnée en k; lignes
(& déterminer aussi) d’aires Sa(i,1)s - -+ » So(ik;)- Dien entendu, le partitionnement final est composé
de 25:1 k; = p rectangles, et chaque aire sq,..., s, est représentée une fois et une seule. Le but est

de construire un tel pavage qui minimise la somme des demi-périmetres des rectangles.

Algorithme. L’algorithme, fondé sur la technique de programmation dynamique, utilise les idées
suivantes :

1. Renumérotation des variables s1,...,s, telle que s1 <59 < ... < s,

. e s . . 3 t N . . , N I
2. Construction itérative des fonctions fZ“*™““", ol C est incrémenté de 1 & la valeur désirée.

Pour ¢ € {1,...,p}, fgmmeter(q) représente le périmetre total du partitionnement optimal
par C colonnes et g rectangles d’aires respectives si,..., sy, du rectangle de hauteur 1 et de
largeur (3°7_; si).

Afin de comprendre le principe, nous appliquons l’algorithme sur I’exemple suivant : soient p = 8
aires de valeurs (0.02, 0.04, 0.06, 0.08, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2). Le résultat de ’algorithme est décrit dans
la Table Chaque colonne C; contribue a la valeur de la somme des demi-périmetres comme suit :
la ligne verticale compte 1, et ’ensemble des k; lignes horizontales de largeur ¢; compte k; X ¢;.

Dans cet exemple, le partitionnement optimal est obtenu avec 3 colonnes (f3(8) = 5.4). La
derniere colonne de largeur c3 = sy + sg = 0.4 est composée de deux éléments. La seconde, de
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[ o=t [ =2 [ a3 [ a=4 | =5 | a=6 [ a=7 [ a=8 |
1.02]0]112]0[136[0[1.8[0| 3]0 |[46]0 ] 66[0 ] 9]0
20612182 242 [292[3[3.6|4]| 464 | 58[5
31223263 | 3.6|4 |412|5|472|5|5.4|6
423 [ 446 4| 485 | 5326|5927
544 |566|5] 6|6 |652]7
665 | 6866 7.2|7
78]6 | 8.06 |7
97

I
o] | o] | | | o] =

QA QA QN QA QAN DY

TAB. 8.1: Tableau contenant les valeurs de fé)emmeter(q) et a séparés par |. fé)erimeter( )

: . o perimeter \ L s
ae[crr_ulrz_l] <1 + (Za<i§q si) x (g —a) + f2] (a)) et a correspond a la valeur minimisant [’ex-
pression ci-dessus. Les valeurs écrites en caractéres gras correspondent a la solution optimale :
pour C = 3, fccut(S) = 6, ainsi les deux premiéres colonnes contiennent 6 éléments; pour C = 2,

JE"(6) = 4, et la premiére colonne contient 4 éléments.

largeur co = s5+ sg = 0.4 est aussi composée de deux éléments. Finalement, la derniere, de largeur
c1 = 81+ S3 + 83+ s4 = 0.2 est composée des 4 plus petits éléments. Le partitionnement optimal
est représenté Figure

0.2 0.4 0.4
1
périmetre périmetre périmetre partitionnement du carré
02x4+1 04x24+1 04x2+1
fi(4) =18 f2(6) = 3.6 f3(8) =54

Fia. 8.11: Partitionnement par colonnes optimal. Les lignes plus épaisses correspondent aux lignes
comptabilisées dans la somme des demi-périmétres.
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L’algorithme est le suivant :

Algorithme 12. Construction des fonctions fé’mmeter (f§"*(q) correspond au nombre de

blocs utilisés dans les C — 1 premiéres colonnes, ce qui laisse ¢ — f§**(q) dans la colonne C).

S=0
forg=1,p
S=25+s4
{)emmet@r(q) =1+ S x q
"'(q) =0
forC=2,p
forq=C,p

fé;emmeter(q) _ minae[(,’—l,q—l] (1 + Zq7a<i§q si(q — 7') + fgiTllmeter(a))

FE(q) = q — aopt {OU agy atteint le minimum dans I'expression ci-dessus}

Dans le pire des cas, la complexité de I’algorithme est de O(p?). Il faut noter qu’en pratique,

la complexité est plus petite : en effet, la fonction fgmmeter (p) est une fonction de C décroissante
puis croissante. Toutes les fonctions fé’e”met” ne seront donc pas construites et I’'on peut envisager

un coiit de p*Copt ~ p*°.

o . . imet
Le partitionnement final correspondant & la fonction fg° """
op

trouvé a l'aide de l'algorithme suivant :

fperimeter

(p) = mini<c<p f¢ (p) est

Algorithme 13. Reconstruction de la solution optimale d partir des fonctions f§*

q=2p

for C = Copt, 2 : —1
ke = q— f&""(q)
q=f"(q)

k1=q

Cet algorithme correspond & parcourir en sens inverse le Tableau en passant par les valeurs
représentées en caracteres gras. Le carré unitaire est partitionné en C,,; colonnes. La i-icme colonne
contient les rectangles sq,, 54,41, --,8d;,+k; avec d; = k1 +ka + ...+ ki_1.

Optimalité. Les algorithmes [ et [[3 fournissent la solution optimale du probleme COL-PERI-
SUM. La seule difficulté consiste a montrer que 'on peut réduire la recherche & des séquences
ordonnées s1 < s3... < sp ¢

Définition 22 (partitionnement bien-ordonné) Un partitionnement est dit bien-ordonné si
pour toute paire de colonnes C; et Cj, soit tous les éléments de C; sont plus petits ou égauzr a
tous les éléments de C;, soit l'inverse.

La Figure illustre cette définition.
Considérons donc un partitionnement composé de C colonnes de tailles k1 > kg > ... k¢. Suppo-
sons les s; indexés de telle maniere que s1 < sp < ... < sp; soit 7 une permutation de {1,2,...,p}

telle que la i-ieme colonne du partitionnement contienne les rectangles s (g, 11),---,S7(d;+%) OU
di+ki—1

d; = k1+ko+...+k;_1. Maintenant, rappelons que le cotit d’une colonne C; est 1+k; Zj:diﬂ Sr(5)-
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6 @ 6 6 15 6

9 / 6 6
6 9 6
S| 28
@ 6 28 6
3 12 3
3 3
pas bien-ordonné bien-ordonné

Fi1a. 8.12: Deux partitionnements de la-méme instance. Celle de droite est bien ordonnée, celle de
gauche ne l’est pas.

Ainsi, le demi-périmetre total vaut

C + Fkisrq) +kisr) + -+ kisery)
+ K2Sr(ky 1) + R2Sr(k2) o R2S 7k 1ko)
+

+ keSr(kit. ke 1+1) T RCSr(kit. ke 1+2) T T KCSr(ki+.. tke)

Comme k1 > ko > ... > k¢, cette expression est minimisée pour 7 = Identité. Ce qui correspond
a un partitionnement bien-ordonné. La preuve est obtenue par récurrence sur le nombre d’inversions
dans la permutation 7. Ainsi, pour tout partitionnement, il existe un partitionnement bien-ordonné
correspondant meilleur ou équivalent.

8.4.1.2 Comparaison expérimentale avec la borne inférieure absolue

Comme montré dans le Paragraphe B2 la borne inférieure absolue de la somme C des demi-
périmetres est deux fois la somme des racines carrées des aires, c'est & dire LB =2 >0 | |/s;. Bien
entendu, cette borne n’est pas nécessairement atteignable : considérons par exemple une instance
du probléme de PERI-SUM(s) composée seulement de deux rectangles, s; = 1 — € et so = ¢, ou
€ > 0 est arbitrairement petit. Le partitionnement du carré en ces deux rectangles nécessite de
tracer une ligne de longueur 1, d’ott €' = 3. Or, LB = 2(v/1 — e+ +/€) > 2 tend vers 2 quand € tend
vers 0.

Dans cette partie, nous comparons expérimentalement, en générant aléatoirement des ensembles
de surfaces, la valeur de C donnée par notre partitionnement, a la borne inférieure absolue LB. Du
fait qu’une répartition uniforme des surfaces ne permet pas d’atteindre les pires cas, nous utilisons
plutot une répartition exponentielle des surfaces a laquelle on rajoute une forte probabilité d’avoir
des surfaces égales. Ensuite, comme le rapport r = %";’ joue un role important dans 1’évaluation
du cout du pire des cas, nous avons effectué nos tests pour différentes valeurs de r variant de 2 a
Iinfini. Les résultats sont rapportés Figure

Notons qu’en pratique, il est peu probable que 'on soit amené a utiliser sur le méme réseau
des processeurs de vitesses tres différentes. Ainsi, » = 20 semble étre un cas assez limite, et ’al-
location par colonnes semble donc trés satisfaisante dans la majeure partie des cas, d’autant que
cette configuration assez simple permet d’envisager différentes stratégies de redistribution pour une
allocation semi-statique.
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rapport (somme des périmétres)/(LB)
>
T

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Nombre de processeurs

Fia. 8.13: Pour chaque nombre de processeurs variant entre 2 et 40, et pour différentes valeurs de
r = %XSSZ, 10000 ensembles de s; ont été générés aléatoirement a aide d’une distribution expo-
nentielle avec une forte probabilité d’avoir des valeurs égales. Dans chaque cas, nous avons calculé
le rapport de la somme C des demi-périmetres de notre partitionnement sur la borne inférieure
absolue LB. Les pires des cas sont retenus, et ainsi les valeurs mazximales de ces rapports sont

reportés dans chacune des quatre courbes.

8.4.1.3 Comparaison théorique avec la borne inférieure

Dans ce paragraphe, nous montrons que le partitionnement par colonnes fournit une bonne
approximation, surtout lorsque le rapport entre la plus grande aire maxs; et la plus petite aire
min s; est faible.

Théoreme 17 Soit r = %"3 Notons C' la somme des demi-périmetres des rectangles du parti-

tionnement par colonnes optimal, et LB =2% ", V/5i. Alors,

C 1 max S; 1
1+— | = - 14+ —
LB~ <V < VD > min s; ( \/§>
Sir =1, c’est a dire si tous les processeurs ont la méme vitesse, le partitionnement par colonnes
est asymptotiquement optimal. En contrepartie, lorsque 7 est grand, la borne est tres pessimiste.

Preuve. Considérons le partitionnement par colonnes constitué de C = [y/r Y ./s;| colonnes.
Les rectangles sont également distribués sur les colonnes de telle maniere que le nombre de rec-
tangles dans chaque colonne est soit | 5] soit [5]. Notons C* la somme des demi-périmétres de ce
partitionnement, on a :

~

¢ < WY vE T
< 2HVEY VB e

wzwﬂ

fo/—

Ainsi,

C* 1 ﬁ P
NI VIR N >
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De plus,
Zsi =1 = pmaxs; >1
. 1
— mins; > —
pr
et ainsi,

E:vggzpv%ﬁn&zivg:

Soit finalement,

C* T T T
VT

22\/57§p22
§¢M+%)

Comme C correspond & la meilleure solution parmi toutes les solutions possibles par colonnes,
C vérifie C < C*, ce qui acheve la preuve. |

8.4.2 Heuristique récursive

La motivation de ce paragraphe est purement théorique et provient de notre défaite a prouver
théoriquement une borne convenable pour notre partitionnement par colonnes : nous proposons ici
une heuristique définie récursivement, fournissant un bon facteur de garantie. Au premier niveau
de récursion, le partitionnement considéré est un partitionnement en guillotine, c’est a dire que le
carré est scindé en deux parties, la partie de droite est elle méme scindée en deux rectangles, etc. Le
second niveau de récursion de I’algorithme ainsi que les suivants sont fondés sur un partitionnement
par colonnes. L’idée ici est d’imposer a tout niveau de la récursion, aux différents rectangles de ne
pas étre trop allongés : grace a cela, les rectangles finaux ayant une forme proche d’un carré, la borne
est assuré. C’est pour cela que nous développons ici un algorithme de partitionnement par colonnes
différent de celui présenté dans le paragraphe précédent, permettant de transmettre 'hypothese de
récurrence au niveau de récursion suivant.

Ainsi, cette partie se décompose de la maniére suivante :

1. dans un premier temps, nous décrivons ’algorithme de partitionnement par colonnes pour un
rectangle aplati de tailles horizontale h et verticale v vérifiant h < v < 4h. Cet algorithme
est bien entendu valable pour le probléeme symétrique d’un partitionnement par lignes d’un
rectangle étiré vérifiant v < h < 4v.

2. Ensuite, nous décrivons le principe de construction de ’arbre de récursion.

3. Finalement, nous décrivons l'algorithme de partitionnement fondé sur I'arbre de récursion
préalablement construit.
8.4.2.1 Partitionnement par colonnes

Le but, ici, est de paver un rectangle R (pas un carré!) de taille h x v (tel que h < v < 4h) en
p rectangles d’aires s1 > s9 > ... > sp, ol y_©_, s; = hv. Nous supposons que le rapport 7 vérifie
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r = 2L < 2. Dans ce cas, nous montrons qu’il existe un pavage de R par colonnes, composé de
p .
rectangles d’aire s; = h; X v; tel que

1
(CR) : Zvighigllvi Vi, 1 <i<p.

Remarquons que cette condition est équivalente a ‘/25 < (h4,vi) < 2¢/5;. Pour les besoins de la

preuve, nous scindons cette condition en deux, et définissons pour la suite :

(CR);, la condition h; > tv,
(CR), la condition h; <4y,

L’algorithme est composé de deux phases distinctes :

Algorithme 14. Pavage d’un rectangle de taille h X v par colonnes en p rectangles de tailles
51,...,5p. Dans l’algorithme, c est un indice de colonnes, cpyqz est le nombre de colonnes final
et C. est un ensemble contenant les éléments de la c-iéme colonne. Par ailleurs, | est le nombre
d’éléments de la colonne en cours et s} > shy... > s) ses éléments.

Procédure Partitionne_parcolonnes(h,v, s1,. .., Sp)
{Précondition : 51 > s3...> s,}
{Premiére_phase}

c=1,C.={s1}
=1, =%
forj=2,p

if Zi=1%k < 9, /57 {Si (CR), est vérifie par tous les déments de C.}
c=c+1,C.={s;}
l=1,s) =s
else
CC = CC U {Sj}
l=141,s;=s;

Cmax = C

{Seconde_phase}
if v < 4h {N'est effectuée que si v < 4h.}

l ’
if @ > 2,/s] {Si (CR), n'est pas vérifiée par tous les éléments de C,,,. }

for j =1,1
Citei—1= Cjte—1-1U{s}}
Cc=10
Cmaz = C— 1
Retourne(cas,C1,y -, Coppas)

La Figure représente le partitionnement par colonnes du rectangle de taille 3 x 3.6 a I’aide
de 7 rectangles d’aires : (2,2,1.9,1.5,1.2,1.2,1).

Théoréeme 18 Si h < v < 4h alors la condition (CR) est vérifiée par tous les rectangles du
partitionnement obtenu par I’Algorithme [T3}
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o v=23.6 v=3.6
s5 = 1.2
s1=2 |g3=1.9]| S5 s1=2 |g3=109
S1 h=h1 =3 N b 3
s =3 =
i s6 = 1.9
s2=2 |, —15]| %6 s2=2 |, —15
S7 = 1
vy = 0.67
vy =1.33 v3 =1.130.8 0.33 vy =1.33 wg=1.13 vs = 1.13

FiG. 8.14: Les deux premieéres figures correspondent a la premiere phase de l’algorithme : les colonnes
sont remplies en utilisant (CR), comme condition d’arrét. Ainsi, la premiére colonne ne peut pas
étre composée seulement de sy car la condition (C'R), n’est alors pas vérifiée. En effet, % = % =
0.75 > 0.67 = v1. Un nouvel élément doit étre ajouté a la colonne. On obtient alors h1 = ho = 1.5
et v1 = 1.33. La condition étant vérifiée, l’algorithme passe au remplissage de la colonne suivante.
La derniére figure correspond a la seconde phase de l'algorithme : du fait que les éléments de la
derniére colonne ne vérifient pas tous la condition (CR),, ils sont distribués sur les autres colonnes

(Ici, un seul élément (s7 = 1) doit étre distribué).

Preuve. C’est une conséquence des trois affirmations suivantes :
— [(CR)}, Début] : considérons toute colonne (méme la derniere) aprés la premiere phase : alors
tout élément de cette colonne vérifie la condition (CR)j,.
— [(CR);, Fin] : si on ajoute un élément a une colonne, la condition (CR)j, reste vérifiée par
tous les éléments de cette colonne.
— [Nombre de colonnes suffisant] : supposons qu’il y a (¢ + 1) colonnes a la fin de la premiere
phase. Si les [ éléments de la derniére colonne ne vérifient pas la condition (CR),, alors [ < c.

En effet, considérons une colonne composée de k éléments s} > ... > s;.. Alors pour chaque
k ’
414 s =15 .
élément s; = h] x v; de cette colonne, nous avons h; = =x— x h et vj = =337—L. En conséquence,

12515 Yioas) .
(CR)p, = /s), =2 37572 et (CR), : /5] < 2=, En particulier, a partir du moment ou la
condition (C'R), est vérifiée pour un élément d’une colonne, alors elle restera vérifiée si 'on ajoute
un élément a cette colonne.

(CR);, Début. Notons sy > sh > ... > s} les éléments de la colonne considérée. Soit v} sa
largeur et V1 <4 < k, h/ la hauteur du rectangle d’aire s}. Deux cas sont possibles :

1. [k=1]:onav] <v<4h=4h]
2. [k > 1] : du fait que (CR); n’est plus vérifiée si l'on enleve le k-ieme élément, on a Vi €
k—1 s k ’
{1,...,k}, z]zl %« /s < %\/57 En conséquence, v] = ijl % < % X %\/57 < 2,/sl.

(CR)p Fin. Soient s§ > s5 > ... > s) les éléments de la colonne considérée, et s = 32+1
I’élément & ajouter a cette colonne. Une fois cet élément ajouté, nous définissons les variables v} et
h! comme précédemment. Trois cas sont possibles :

1. [k = 1] : dans le pire des cas, il y a un seul élément dans la derniére colonne : en effet,

1 1" /
. , 7172 .1 S~ S
considérons une colonne s7,...,s/ de I > 1 éléments. Alors, v{ = % > %ﬁ > ih’l =
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/
%h > ih;’. En conséquence, 7 < %. Mais s} < 2s. D’ou, v} = sl}js < %h. Avec deux éléments
dans une colonne, b, > . d’ou finalement, v/ < 2h/.
y 1 3 » Y1 4"
/ / /
2. [k =2] : dans ce cas, 7> < L et 5| > s} > s. Ainsi, v] = LZ”LS < 3h. S'ily a trois éléments

dans cette colonne, alors h > % En conséquence, v} < %h;.

k+1/_ Ivcfll' /
3. [kZS]:danscecasvi:#<%x%<%x V281<ﬁ\/;;.

Nombre de colonnes suffisant. Soit v; (pour 1 < i < ¢+ 1) la largeur de la i-iéme colonne
a la fin de la premiere phase. Nous avons montré ci-dessus (cf Paragraphe (CR);, Début) que
Vi<i<e 1<j<p, v < \/5\/@ Comme (C'R), n’est pas vérifiée par les éléments de la (¢ + 1)-
itme colonne, v < %ﬁ < \/5\/@ et V1<i<l, 1<j<p,h> \/5\/5 En conséquence,

Vi<i<c+1, 1<75 <1, v; <h,. De plus, comme v > h, '?;Ll v; = v et l-: h: = h, il est clair
J =1 Jj=1""j
que l < c.

Corollaire 1 Dans le cas ou r < 2, il existe une borne plus précise que celle fournie par le
Théoréme [T7] : % <7

8.4.2.2 Partitionnement défini récursivement

L’idée principale de ce partitionnement est de partitionner la liste s1 > s > ... > s;, des aires en
sous-listes dans lesquelles les éléments different d’au plus un rapport 2 (r < 2). Par exemple, si S =
(0.49,0.2,0.2,0.1,0.01),nous obtenons les trois sous-listes (0.49), (0.2,0.2,0.1) et (0.01). Ensuite,
on somme les éléments de chaque sous-liste, et on considére ces sommes comme notre nouveau
probleme. Dans notre exemple, nous obtenons le probleme réduit suivant S = (0.5,0.49,0.01)).
Puis, on réitere le processus jusqu’a ce que plus aucun regroupement ne soit possible. Dans notre
exemple, le processus s’arréte apres la troisieme étape avec S = (0.99,0.01)). A la fin du processus,
comme Vi, s; > 2s;41, les inégalités suivantes sont alors vérifiées :

Zs'<ﬁ+ﬁ+ < 8;
) Si<yt gt i
>

Arbre de récurrence.

De I’exemple précédent, on obtient I’ensemble récurrent S = (((0.2,0.2,0.1),0.49),0.01) dont I’arbre
correspondant est représenté Figure Dans cet arbre, et dans la description de [’algorithme,
nous utilisons les notations abusives suivantes : a chaque étape, les éléments de I’ensemble récurrent
considéré sont indexés St,...,Sk, et pour chaque S;, on note s; l’aire associée et k; son cardi-
nal. Le résultat est noté de maniere récurrente : RS = H(RS1,...,RSk) (respectivement RS =
V(RS1, ..., RSk)) signifie que la zone considérée est scindée horizontalement (respectivement ver-
ticalement) en k zones elles-mémes partitionnées comme spécifié par RS;. Ainsi, le résultat de la
Figure peut étre noté :

H( V(H(0.05,0.05), H(0.05,0.05), H(0.06,0.05), H(0.06, 0.06), H(0.06, 0.06)),
V(0.26,H(0.12,1(0.024, 0.026, H(0.01, 0.01)))))
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S = (51,8,

Premier niveau :
S; > Zj>i Sj

IN®
N

S = (51,52, 53
@ 2
1~ 5
2 — sj

Fic. 8.15: Arbre de récurrence de profondeur & associé & lensemble récurrent S =
(((0.2,0.2,0.1),0.49),0.01).

L’algorithme de partitionnement est défini a ’aide de deux fonctions principales, comme décrit
ci-dessous :

Algorithme 15. Partitionnement initial du carré (profondeur 0 de [’algorithme)

Procédure Carré_Initial(h,v,S = (S1,...,S5k))
{ Nécessairement, les s; doivent vérifier la condition s; > 3., s;}
if k>1
if v>nh
{ partitionne h X v en h X v1 = $1 et h X vy = Zj>i s}
vy =3, vy =v—-u
RS, =Par_colonnes(h, v, 51)
RSqyuires =Carré_initial(h, vy, (S, ..., Sk))
RS = V(RSl, RSautres)
else
{ partitionne h X v en hy X v et hy X v}
hy =2, ho =h—h
RS, =Par_colonnes(hq,v,S1)
RSqutres =Carré_initial(hs, v, (So, ..., Sk))
RS = H(RSl, RSautres)
Retourne(RS)
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Algorithme 16. partitionnement par colonnes des rectangles (profondeur supérieure)

Procédure Par_colonnes(h,v, S = (S1,...,Sk))

{ Nécessairement, les s; doivent vérifier la condition % <% <2}
J

if h<wv

(¢maz,C1y- -+, Ce,,,. ) =Partitionne_parcolonnes(h, v, s1,.. ., sk)
for c =1, chax
Vi e [1,k], if s; € C.

hy = Zk=Ce -
V; = }SL—ZZ
if k; > 1
RS; =Par_colonnes(h;, v;, S;)
else RS; = s;

RSc, = Vs,ec.(RS;)
RS = Herge (RSe,)
else
(¢maz,Ci1,---,Ce,,,. ) =Partitionne_parcolonnes(v, h, s1, ..., k)
for c = 1, cax

Vi € [1,k], if s; € C.

h; = 18)_2
if k; >1
RS; =Par_colonnes(h;, v;, S;)
else RS; = s;
RSCC = HSZECC (RSz)
RS =Vi"(RSe,)

Retourne(RS)
0.05 0.05
0.26
058 005 | 005 0.26
055
0.06 0.05
0.2 0051, 5003 006 | 006 024
012 |.026
0.02 o1 0.06 | 0.06 T
(3K
0.55 0.45
0.01
028 017
(a) Partitionnement initial (b) Partitionnement final
Fic. 8.16:  Partitionnement du carré a [laide des surfaces suivantes : S =

(0.26,0.12,0.06,0.06, 0.06, 0.06, 0.06, 0.05, 0.05, 0.05, 0.05, 0.05, 0.026, 0.024,0.01,0.01).  Dans ce
cas, la convergence est atteinte aprés une étape de ['algorithme de regroupement, et alors
S = (0.55,0.26,0.12,0.05,0.02). Les rectangles du partitionnement initial ont été eux-mémes
(récursivement) partitionnés a laide de l’algorithme “Par_colonnes”.
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Théoréme 19 Soit C la somme des demi-périmeétres des rectangles du partitionnement récursif
défini dans ce paragraphe. Soit LB =23""_| \/s;. Alors,

A 9
C§1+ZLB

Preuve. Il nous faut montrer que le colit supplémentaire a payer pour ’ensemble des rectangles
qui ne vérifient pas la condition (CR) est inférieur a 1. Pour le partitionnement d’un rectangle
donné, appelons cette grandeur surcout. En fonction de la profondeur de récursion, deux types de
partitionnement sont effectués :
— Si tous les éléments different d’un ratio inférieur a 2, alors le rectangle est partitionné en
colonnes.
— Si tous les éléments different d’un ratio supérieur & 2, alors le rectangle est partitionné en
deux parties. La plus petite de ces deux parties est elle-méme partitionnée etc.
En conséquence, la preuve est composée de deux parties :

1. [Surcoit du partitionnement par colonnes] Dans ce cas, nous montrons que le surcout du
partitionnement d’un rectangle de taille h x v (v > h) est inférieur a (v — h).

2. [Surcoit du partitionnement du carré initial] Dans ce cas, nous montrons que le surcoit du
partitionnement d’un rectangle de taille h X v (v > h) est inférieur a h.

Surcoiit du partitionnement par colonnes.
1. S’il y a un seul rectangle, alors le surcotit est de v + h — 2vVvh < v — h.

2. Supposons qu’il y ait plus d’une surface & positionner, et que le rectangle initial soit tellement
allongé, que le partitionnement ne soit alors composé que d’un élément par colonne. Dans ce
cas, pour chaque rectangle d’aire s; sa forme est h x v; et son surcoit est inférieur a (v; — h).
Ainsi, le surcoit global est inférieur & Y 7 ;(v; —h) =v—ch <v—h.

3. Supposons qu’il y ait plus d’un seul rectangle par colonne, de telle maniere que seule la
derniere colonne soit déséquilibrée (ces éléments ne vérifient pas la condition (CR)). Pour
chaque élément de la derniére colonne, le surcoit est inférieur a (h; — v.). Ainsi, le surcoiit
global est inférieur a 22:1 hi —ve = h — lv. < h et, comme 4h < v, majoré par (v — h).

Surcoiit du partitionnement du carré initial. Supposons sans perte de généralité que le
rectangle de taille A x v (ot v > h) soit partitionné en deux rectangles h x vy et h X ve (ol v1 > v3).
Alors, le rectangle h x vy est partitionné a ’'aide de 'algorithme par colonnes, et le surcout de ce
rectangle est inférieur a (v; — h) si v1 > h et vaut 0 sinon du fait que h < v < 2v;.

Deux situations sont alors possibles pour le rectangle restant :

— Si vy > h, alors le surcout de ce rectangle est inférieur a vo, soit v1 > ve > h. Ainsi, le surcott
global est inférieur a v1 — h + vy < v.

— Si par contre v < h, alors le surcout de ce rectangle est inférieur a h. D’ou, soit v; > h, et
alors le surcotlit global est majoré par v1 — h + h < v; soit v; < h, et le surcotit global est
majoré par h < v.

En conséquence, le surcotit total du partitionnement du carré initial est inférieur a 1. |
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8.5 Heuristique garantie pour PERI-MAX

De méme que pour PERI-SUM, notre recherche d’heuristique s’est initialement orientée vers une
solution par colonnes. En d’autres termes, nous considérons dans ce paragraphe le probleme plus
contraint COL-PERI-MAX, correspondant a la restriction de PERI-MAX aux partitionnements
par colonnes. Mais contrairement & COL-PERI-SUM, nous ne connaissons pas de solution optimale
polynomiale a ce probleme. Le but de ce paragraphe est donc de montrer, dans un premier temps,
la NP-Complétude de COL-PERI-MAX(s), puis de proposer une solution heuristique garantie a
COL-PERI-MAX (et donc & PERI-MAX).

8.5.1 NP-Complétude de COL-PERI-MAX(s)

Définition 23 COL-PERI-MAX(s,K) : soient p nombres réels positifs s1, ..., sp tels que > 5_| s; =
1 ainsi qu’une borne réelle positive K, existe-t-il une partition du carré unitaire, par colonnes, en
p rectangles R;, d’aire s; et de forme h; x v;, telle que maxle(hi +v;)<K?

Notre premier résultat établit la difficulté intrinseque du probleme d’optimisation COL-PERI-
MAX :

Théoréme 20 COL-PERI-MAX(s,K) est NP-complet.

Preuve. De méme que pour les théoremes de NP-complétude précédemment établis, la preuve
est basée sur une réduction au probleme de 2-Partition :

Lemme 22
2P <p COL-MSP <p COL-PERI-MAX,

ot COL-MSP est défini comme suit :

Définition 24 Col-Maz-Square-Partition (COL-MSP)

Soit un ensemble A = {s1,...,sp} de p nombres réels positifs tels que Y 0 s; =1 et 51 > sy >
. > sp, emiste-t-il une partition par colonnes du carré unitaire, en p rectangles R;, d’aire s;,

telle que Ry soit un carré (hy = wy) et que les demi-périmétres des rectangles ne dépassent pas

h1+w1:2\/§?

La preuve de la réduction COL-MSP <p COL-PERI-MAX(s,K), similaire & la preuve de la
réduction MSP <p PERI-MAX(s,K) donnée dans le Paragraphe Il reste & montrer que 2P
<p COL-MSP, et 2P étant NP-complet, ceci achévera la preuve du Théoreme

Considérons pour cela une instance arbitraire du probleme de 2P, c’est a dire la donnée d’un
ensemble de n entiers positifs A = {a1,...,a,}. Il nous faut transformer polynomialement cette
instance en une instance du probleme COL-MSP ayant une solution si et seulement si I'instance
d’origine du probleme 2P admet une solution. Soient

S — Zlgignai7
2
L=25+1

Nous construisons l'instance suivante (mise a I’échelle) du probleme COL-MSP (représenté, par
abus de notations, par COL-MSP(ay,...,a,)) : existe-t-il une partition par colonnes du carré de
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28

Fia. 8.17: Schéma de partitionnement du carré aprés permutation des colonnes.

taille L X L en n + 2 rectangles Rg, R, R1,..., R, d’aires

Ra: Ag = 452,
R.: A, 1
Rz’ : Az QCLZ‘ (\V/Z, 1 S ) S TL)7

ol les demi-périmetres des rectangles Rg, R; et R, sont inférieurs a 4.5 7

Supposons dans un premier temps qu’il existe une solution a cette instance. On peut considérer,
sans perte de généralité, que le carré Rg est situé en haut de la premiere colonne. Ainsi, le par-
titionnement correspond au schéma de la Figure Ainsi, si il existe une solution au probléeme
COL-MSP(ay, ..., ay), il existe un partitionnement du rectangle >, d’aire 25 x 1 = 25 a 'aide d’un
sous-ensemble de l'ensemble des rectangles {R1,..., R, Rc}. Ce qui signifie, en d’autres termes,
qu’il existe un sous-ensemble I; de [ = {1,2,...,n,¢} tel que ) ;c; A; = 25. Comme pour tout
i € [1,n], A; est pair, on a e ¢ Iy, et alors ) ,.; a; = S. De plus, Ziel_{g} a; = 25, et ainsi
(I1,I — (I, U {e})) constitue une solution a Iinstance initiale du probleme 2P.

Réciproquement, supposons qu’il existe une solution au probléme de 2-Partition initial, et mon-
trons qu'’il existe alors une solution au probleme COL-MSP(aq,...,a,). A une permutation des
indices prét, considérons que » ;" a; = Y ;* . a; = S. Il suffit de partitionner le carré comme
indiqué Figure I8 Clairement, comme 1+ (1+25) < 25425 (correspondant au périmetre du rec-
tangle > ), tous les rectangles de ce partitionnement ont un périmetre inférieur a 45 correspondant
au carré Rqg. Ceci acheve la preuve de NP-Complétude de COL-MSP, et donc de COL-PERI-MAX.

|

8.5.2 Heuristique par colonne

Dans ce paragraphe, nous proposons une heuristique polynomiale, avec garantie, aux problemes
PERI-MAX et COL-PERI-MAX. C’est donc une solution par colonne que nous décrivons ici. Nous
considérons deux cas distincts en fonction de I'aire du plus grand rectangle. Soient s1 > so... > s,
les aires des différents rectangles.
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Am+1
\
Ag '
Ap
AL 1
Am

FIG. 8.18: Si le probléme de 2-Partition admet comme solution Y " a; =" . a; =S, alors le
carré peut étre partitionné comme schématisé ci-dessus.

Si s1 est supérieur a %, nous utilisons une premiere heuristique. Dans ce cas, une colonne est
créée par élément. Ainsi, le demi-périmetre d’un rectangle d’aire s; est 1 + s;. On a donc,

1+5i< < 2
= r < —.
2y/s1 1_\/3

Par contre, lorsque s; est inférieur a %, nous utilisons une seconde heuristique légerement plus
sophistiquée, assurant le fait que

VI<i<p,r;

hi + v
2,/51

Vi<i<p,r= <

Sl

L’algorithme peut étre décrit comme suit :

Algorithme 17. Solution heuristique par colonnes au probléeme PERI-MAX, dans le cas

s1 < % c est un indice de colonme, Cpqr le nombre de colonnes final, et C. est un ensemble

contenant les éléments de la c-ieme colonne.

Procédure Peri-max_Par_colonnes(p, S = (s1,...,5p))
{Premiére_phase}
c=1
Ce={s1}
for j=2,p
if > ee, 5> 2% — \/4% — maxsec, S
c=c+1
Ce = {sj}
else C. = C.J{s;}
Crmaz = C

{Seconde_phase}
- 4
i 5 < 2V — 5~ masice, 51

Ci=CUC.
C.=10
Cmaz = Cmaz — 1

Retourne(cz,C1, ..., Coppas)

» Y Cmax
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La configuration de 'une des colonnes C. est décrite dans la Figure Le plus grand périmetre
des rectangles de la colonne C,. est
Z s+ maXgec, S

ZSECC s

SECC
>
s€Ce
-
maXxsec. $ maxs = s;
seC,
ZSGCC & ¢
Si+1
Si+k

Fia. 8.19: Configuration de la colonne C..

457
V3

2 max S; —+
i€Scol(c)

i T

max _ s;
i€Scol(c)

S 4s S 4s
mmin:%/?l—y/Tl—maxsi Tmax = 2 Tl+ Tl—maxsi

FI1G. 8.20: Tracé de la fonction f(z) = x 4 —o2&Ce®,

xT

Comme montré Figure 20 la condition

$

4
Vi € C., max(h; +v;) <

YA

est vérifiée si et seulement si

S1 451 S1 4sy
25—y T mas < ) s S 2/ [ —maxs:

i€Ce
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Ainsi, la condition
4,/51
V3

a pu étre ajouté). En effet, comme

Vi € Cey, max(h; +v;) <

est vérifiée pour toutes les colonnes, hormis la premiere (C

Cmax

481 2\/81 >

o = 91y
V3

—maxs; >
3 ieC, ' T

xmax(cc) - m'min(cc) =2

il n’est pas possible de sauter de zyin(Ce) & Tmax(Ce) par Pajout d’un seul rectangle a la colonne C..
Afin de prouver la correction de notre algorithme, il nous faut donc prouver les deux points
suivants :
— Il y a au moins deux colonnes a la fin de la premiere étape de l'algorithme. En effet,

Z si=1> /51 > Zmin(C1).
ie{l..n}

ne vérifie pas la condition

15
a

— Supposons que la derniere colonne C

Cmax

Vs; € C max(h; +v;) <

Cmax )’

Alors la condition

41/81
Vs; € C1, max(h; +v;) <
1 ( ) \/g

reste vérifiée apres
C1=Ci [ JCopan

En effet, dans ce cas, nous savons que

S1 4sq 51
L S S l‘mm( Cmax) \/; 3 Senclcrr})ix o= \/;

S
> s <amin(C1) + 51 < \/§1+81.

seCy

et

[P 1
D’ot, comme s1 < 3,

Z s < 2“ Sgl + 81 < V3s1 = ‘Tmax(cl)-

SECCmax U Cl

En résumé, par I'utilisation de I'une ou I'autre de nos deux heuristiques en fonction de la valeur
de s1, nous imposons la garantie suivante :

Proposition 4 Soit M le mazimum des demi-périmetres des rectangles du partitionnement obtenu
a l'aide de l’heuristique décrite ci-dessus. Soit LB = 2./s1. Alors,

M 2

< 2

LB~ 3

Remarquons qu’il n’est pas possible d’obtenir une meilleure garantie sans tenir compte des
valeurs relatives des s;. En effet, si on consideére le cas s1 = s9 = s3 = %, alors la solution optimale
satisfait 1’égalité
- 2 2
M = max(h; +v;) = —=2+/s1 = —=LB.

st -vi) V3 V3
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8.6 Travaux connexes

Dans cette partie, nous effectuons une synthese des problemes d’optimisation géométrique exis-
tants, similaires aux problemes PERI-SUM et PERI-MAX :

Recouvrement d’un carré a I’aide de rectangles Alon et Kleitman [B3] considérent le recou-
vrement d’un carré unitaire en n rectangles. Il n’y a aucune contrainte sur l’aire des rec-
tangles. Ils montrent que nécessairement l'un des rectangles a un périmetre supérieur a
42m +1)/(n +m(m+ 1)), on m = |/n]. Ce résultat est atteignable lorsque n = m(m + 1)
ou n = m?.

Décomposition d’un carré en rectangles de périmétre minimum Kong et al. [67] déterminent
comment paver le carré unitaire en p rectangles de méme aire afin de minimiser le maximum
des périmeétres de ces rectangles. Ceci correspond exactement au probléeme PERI-MAX dans
le cas ou tous les rectangles ont méme aire (s; = 1/p pour 1 < i < p). Ce probleéme est poly-
nomial [67]. La solution est I'un des deux arrangements par colonnes suivant : soit m = | \/p]
ou bien m = [,/p]. Le partitionnement est alors fait de m colonnes composées de | -] ou
[ 2] rectangles. Cette solution est étendue au cas du partitionnement d’un rectangle (au lieu
d’un carré) [66].

Partitionnement d’un rectangle avec des points intérieurs Un autre probléme connexe consiste

a chercher la partition de périmetre minimal passant par des points intérieurs : étant donné
un rectangle R et un nombre fini de points (P) situés a l'intérieur du rectangle, trouver une
partition en guillotine, telle que chaque point de P soit situé sur I'un des bords des rectangles
ainsi construits. Le but est de minimiser la somme des longueurs des segments ainsi tracés. Ce
probléme est NP-complet comme montré dans [72] et des solutions heuristiques sont proposées
dans 49, B0]. Le lien avec notre probleme d’optimisation PERI-MAX est la coincidence de la
fonction objective & minimiser, mais la motivation originale [49, 0] était la minimisation des
couts de routage dans les machines VLSI et les contraintes sont différentes.

Partitionnement d’un tableau Le probleme [64], consistant a partitionner un tableau en rec-
tangles de poids minimum, est partiellement lié au probleme d’optimisation PERI-MAX : on
se donne un tableau de nombres positifs A, de taille n x n, et 'on cherche & partitionner ce
tableau en p rectangles (p fixé) afin que le maximum des poids des rectangles soit minimisé. Le
poids d’un rectangle étant calculé comme la somme des nombres qu’il contient. Ce probleme
est NP-complet, et des heuristiques sont proposées dans [65), 64]

Rappelons finalement, qu'un certain nombre de problemes d’optimisation géométrique sont
répertoriés dans le “NP Compendium [34]”, et que d’autre part le livre “Complexity and approxi-
mation” [I0] fournit une synthese sur le sujet.

8.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons traité deux problemes d’optimisation géométrique : comment par-
titionner un carré en p rectangles, d’aires fixées, afin de minimiser le maximum (PERI-MAX) ou la
somme (PERI-SUM) de leur périmetre. Apres avoir montré la NP-Complétude de ces problemes,
nous avons proposé des solutions heuristiques garanties. Ceci nous a amené a considérer les problemes
plus contraints suivants :



178 CHAPITRE 8. PARTITIONNEMENT LIBRE D’'UNE MATRICE

— COL-PERI-SUM est la restriction du probleme PERI-SUM & un partitionnement par co-
lonnes. Ce probleme, polynomial, est résolu a I’aide d’un algorithme dynamique en O(pQCopt) ~
O(p*®) étapes ott Cypt est le nombre de colonnes du partitionnement final.

— Cette derniere solution ne fournissant pas de garantie théorique par rapport a la borne abso-

lue inférieure, nous avons proposé une solution heuristique récursive en O(p) étapes assurant

le rapport % < % oun C correspond a la somme des périmetres de la solution.

— COL-PERI-MAX est la restriction du probleme PERI-MAX & un partitionnement par co-
lonnes. Ce probleme est NP-complet, et nous proposons une solution heuristique en O(p)
étapes (commune au probleme PERI-MAX), avec pour garantie % < %, ot M correspond
au périmetre maximum de la solution et LB & la borne inférieure absolue.

Notons que la motivation initiale de ces problemes est trés importante : il s’agit d’allouer des

tableaux de données sur un ensemble de processeurs hétérogene afin d’équilibrer parfaitement les
charges de calcul, et de minimiser le cout de communication lors d’une exécution parallele.



Chapitre 9

Conclusion

Dans cette these, nous avons abordé deux problémes, le pavage que nous avons traité sous
différentes approches (chapitres B aH), et I’équilibrage de charge et 1 algorithmique hétérogéne pour
des codes déja partitionnés (chapitres [ & B). Nous rappelons chapitre par chapitre les résultats
obtenus et les travaux qu’il faudrait effectuer pour les compléter :

Dans le Chapitre ], nous avons calculé la longueur du chemin critique pour un nid de boucles aux
dépendances internes (0,1) et (1,0). Nous avons déduit une forme de tuile “optimale”, et avons ap-
pliqué ces résultats au pavage hiérarchique. Notre étude est réduite aux espaces d’itérations de forme
trapézoidale et aux bordures gauche et droite verticales. De plus, nous n’avons considéré que des al-
locations unidimensionnelles cyclic(r) ou bloc-cyclic(r). Il serait intéressant de généraliser ces
résultats a un espace d’itération de forme triangulaire avec une allocation quelconque, et chercher
I’allocation qui, sous certains modeles de communication, minimise le chemin critique.

Le Chapitre Bl est consacré au probleme de pavage de nids de boucles aux dépendances externes.
Nous avons exprimé analytiquement une approximation de I’empreinte cumulée d’une tuile, c’est
a dire de la quantité de données utilisées par le calcul de cette tuile. En fonction de la forme
des tuiles, le recouvrement des données étant différent, ’empreinte varie. La minimisation de cette
expression s’avérant difficile, nous avons proposé une solution heuristique. Exprimer analytiquement
I’empreinte cumulée d’une tuile, est une question souvent rencontrée en conception de circuits.
Malheureusement, notre solution ne recouvre pas tous les cas de figure : lorsque I'espace des données
est plus petit que I'espace des taches, les polytopes considérés n’étant plus des parallélépipedes,
cela complique énormément les choses, et les résultats présentés dans ce chapitre ne peuvent pas
étre élargis au cas général. Ceci devrait faire 'objet d’une étude approfondie, et I’approche suivie
devra étre probablement toute différente.

Dans le Chapitre Bl nous avons étudié I’ordonnancement de taches a Uintérieur des tuiles. Pour
notre modele, nous avons donné des algorithmes optimaux, et fourni quelques éléments relatifs a
la généralisation multidimensionnelle de notre approche. Ce travail ayant été initialement motivé
par des méthodes de pavage sur systeme VLSI, une analyse de performances sur de telles machines
manque cruellement a cette étude. Il faudrait comparer les différents algorithmes présentés dans
ce chapitre et mesurer l'impact des différents parametres (régularité de la permutation, période de
lordonnancement, etc.) sur les performances.

Le Chapitre Bl est consacré a I'implémentation d’un code réel sur une machine a mémoire dis-
tribuée. Nous avons en particulier proposé une méthode, peu classique, fondée sur l'utilisation de
calculs redondants. Le choix de cette méthode a été notamment motivé, par la volonté de générer
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un code séquentiel le plus efficace possible, et par la complexité de la solution “parallélogramme”.
Il faudrait pour valider entierement cette approche, mesurer, sur différentes plateformes, 'impact
de la longueur du code sur les performances ainsi que le surcout lié a la gestion d’un tableau
supplémentaire contenant les données & communiquer. C’est ce que nous cherchons actuellement a
faire, dans le cas simple ot il n’y a pas de phases d’orthonormalisation, & 1’aide de ’outil Omega [[T].
Mais, il s’avere qu'une allocation bloc-cyclic, avec peu de processeurs, génére de nombreuses si-
tuations bloquantes, et la gestion des communications est complexe.

La majorité des résultats établis jusqu’a présent, incluant ceux présentés dans cette these, four-
nissent la taille et/ou la forme de tuiles optimales pour un cas particulier; les modeles utilisés
sont parfois critiquables, et les solutions proposées sont difficilement applicables directement, d’au-
tant plus que les résultats manquent souvent de généralité. A ce niveau de maturité du pavage, il
semble donc nécessaire de faire une synthese, de redéfinir de nouvelles directions de recherche, et
d’implémenter a l'intérieur d’un compilateur I’état de I'art concernant cette phase d’optimisation.
A cette fin, il faudrait, d’une part répertorier ’ensemble des outils existants et comparer leurs ap-
proches. Il faudrait, d’autre part, effectuer des mesures sur plusieurs architectures différentes, afin
de redéfinir les modeles et de préciser leurs domaines d’application.

Notons pour terminer qu’en général, le pavage d’un nid de boucles totalement permutables est
effectué indépendamment des phases d’ordonnancement et d’alignement des données et des calculs.
Ces deux dernieres phases peuvent, dans une certaine mesure, étre effectuées simultanément : en
brisant la contrainte du “owner computes ruleﬂ”, le graphe d’affinités ainsi construit [70)], devient
généralement acyclique [c4]. Mais il manque a cette approche un modeéle de cout précis. Ceci est
principalement lié au fait que le pavage est effectué apres 'alignement et 'ordonnancement des
taches. En fait, il semble possible, a I’aide d’une analyse de flots de données, et en se restreignant
a un pavage orthogonal et & une allocation bloc-cyclic de regrouper l’ensemble de ces phases et
de fournir une solution comprenant a la fois 'ordonnancement des calculs et des communications.

Dans le Chapitre B, nous avons abordé différents problemes liés a I'implémentation de pro-
grammes sur un ensemble hétérogene de ressources de calcul, et nous nous sommes restreint pour
cela a la recherche d’une allocation statique unidimensionnelle des données. Nous avons traité
le probléeme de I’équilibrage de gros grains de calculs indépendants, puis proposé une allocation
nommeée incrémentale, adaptée a la décomposition LU. Finalement, le probleme de pavage abordé
dans le Chapitre ] a été rediscuté dans le cadre de ressources hétérogenes. Ces résultats peuvent
étre généralisés au cas d’un réseau hétérogene de profondeur supérieure a 1 [c5] : I'hétérogénéité des
communications dans le cas d’un cluster de clusters (etc.) peut étre prise en compte en considérant
le systeme d’un point de vue hiérarchique. La construction du motif est alors légerement plus com-
plexe [r7], et plusieurs choix se posent. Il faudrait dans ce cas comparer expérimentalement les
différentes approches, et proposer une solution générale a notre probleme statique.

Nous avons alors, dans le Chapitre [ adapté ces résultats & des noyaux d’algebre linéaire
dans le cas d’une grille hétérogene bidimensionnelle. Nous avons décomposé ce probleme en deux
étapes : arrangement d’un ensemble de processeurs, en une grille la plus proche possible d’une grille
parfaite, puis allocation des données sur cette grille. Le probleme d’allocation, dans son ensemble, est
malheureusement NP-complet, mais nous ne savons pas si la derniere étape n’est pas polynomiale.
Nous proposons une heuristique, mais sans aucune garantie. La recherche d’une telle solution reste
donc un probleme ouvert.

La contrainte d’une allocation en grille n’étant pas nécessairement justifiée, nous avons, dans le

1 Y. 4 . U . . s
le processeur qui détient la données située a gauche d’une affectation, effectue le calcul associé.
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Chapitre B abordé le probléeme d’équilibrage de charge a I'aide d’une allocation libre. Cela, nous a
conduit a quatre problemes d’optimisation géométrique :

— PERI-SUM consiste a partitionner un carré en rectangles d’aire fixée, et de minimiser la
somme des périmetres des rectangles ainsi construits. Ce probléeme est NP-complet. Nous
proposons une solution heuristique définie récursivement.

— COL-PERI-SUM correspond au probleme PERI-SUM avec la contrainte d’un partitionnement
par colonnes. Nous proposons une solution optimale & ce probléeme de complexité polynomiale.
Malheureusement, nous ne pouvons garantir aucune borne théorique acceptable en rapport
avec le probléeme d’optimisation PERI-SUM.

— PERI-MAX consiste a partitionner un carré en rectangles d’aire fixée, et de minimiser le
maximum des périmetres des rectangles ainsi construits. Ce probléme est NP-complet, et
nous proposons une heuristique garantie commune au probleme d’optimisation COL-PERI-
MAX suivant.

— COL-PERI-MAX correspond au probleme PERI-MAX avec la contrainte d’un partitionne-
ment par colonnes. Contrairement & COL-PERI-SUM, ce probleme est NP-complet, et nous
proposons une solution heuristique.

En résumé, nous avons montré que la stratégie d’une allocation statique des données et des
calculs était nécessaire a ’exécution de codes tres réguliers sur plateformes hétérogenes. En effet,
les stratégies dynamiques réagissent mal a la présence de dépendances de données, ralentissant
au rythme du plus lent 'ensemble des processeurs, et mettant souvent en jeu des redistributions
coliteuses. Nous avons aussi montré que la recherche d’une allocation statique s’avérait étre un
probléeme difficile, méme sur un simple probléme tel que la multiplication de matrices. Puisque les
ressources peuvent, dans certains cas étre non dédiées, il faut aussi imaginer une stratégie semi-
statique : les problemes liés au variations de vitesse des processeurs peuvent ainsi étre résolus
par une réallocation des calculs et des données, de temps en temps, entre des phases statiques
correctement identifiées. L'un des avantages des solutions heuristiques que nous avons décrites ici,
est qu’elles se présentent toutes sous forme d’un partitionnement par colonnes, ce qui fournit une
structure unifiée pour I’étude des stratégies de réallocation.

En conclusion, nous pensons que l'implémentation efficace de routines de calcul hétérogenes,
semblable a la librairie ScaLAPACK sur plateformes homogenes, passera nécessairement par la
construction de schémas efficaces d’allocation statique et de réallocation. D’autre part, la diffi-
culté des problemes algorithmiques rencontrés ne doit pas étre sous-estimée : le partitionnement
de données, 'ordonnancement et I’équilibrage de charges sont connus comme étant difficiles dans
le contexte du parallélisme classique. Ils deviennent encore plus complexe dans le cadre de clus-
ters hétérogenes, sans parler des plateformes de “metacomputing”. Ceci constitue un challenge
enthousiasmant a investir pour des algorithmiciens aventureux...
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